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     Введение. Исследование движения манипуляционных роботов во мно-
гих случаях более удобно определять с помощью некоторых криволиней-
ных координат. За такие координаты могут быть приняты любые непре-
рывные однозначные функции ( )1,2,3ps p =  от декартовых координат, 
удовлетворяющие необходимым требованиям дифференцируемости и ус-
ловию однозначной разрешимости этих зависимостей относительно декар-
товых координат. Методы построения криволинейных систем координат 
проведены в работах [1-3]. Здесь будем рассматривать лишь ортогональ-
ные системы. Ниже приводится краткое описание математической модели 
многозвенного манипулятора с обобщенной упругостью и исследуется ки-
нематика движения в криволинейных координатах. 

1. Математическая мо-
дель многозвенного манипу-
лятора. Предполагается, что 
звенья манипулятора (или 
часть из них) моделируется как 
упругие стержни, а соедини-
тельные узлы между звеньями 
содержат упругие элементы 
большой жесткости, которые в 
пределе превращаются в иде-
альные связи [4-7]. Манипуля-
ционные роботы с такими 
свойствами в дальнейшем на-
зовем манипулятором с обо-
бщенной упругостью (рис. 1). 
     Обобщенные координаты 
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жесткой модели манипулятора, определяющие его конфигурацию в 
пространстве ,OXYZ  обозначим через  ( )1 2, , , T

nα α α=α … , дополнительные 
обобщенные координаты исходной системы, обусловленные упругими 
элементами в соединительных узлах, обозначим через  ( )1 2, , , T

mβ β β=β …  
( )m n≤  (рис. 2). Деформацию упругих звеньев манипулятора относительно 
их недеформированного состояния определим через вектор ( ),t ξ =w  

( ) ( ) ( )( )1 2, , , , , ,
T

kw t w t w tξ ξ ξ= … , где ξ  – произвольная точка упругого звена. 

Заметим, что координаты  ( )1,2, ,i i nα = …  и  ( )1, 2, ,j j mβ = …  зависят 
только от времени. 
     Декартовые координаты, определяющие положения точек манипуля-
тора в пространстве, зависят как от обобщенных координат жесткой мо-
дели ( )1,2, ,i i nα = … , так и от дополнительных координат ( ),lw t ξ  ( 1, 2,l =  

), k…  и ( )1, 2, ,j j mβ = … , т. е. 

( ) ( ), , 1,2,3 .i iq q i= =α β w                                     (1.1) 
Следовательно, криволинейные координаты произвольной точки манипу-
лятора ( )1,2,3ps p =  также будут зависеть от вышеназванных координат 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

*
1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , , , ,

1, 2,3
p p p ps s q q q s f f f s

p

= = =⎡ ⎤⎣ ⎦
=

α β w α β w α β w α β w

 

(1.2) 

 

 
 

Рис. 2. 
 

     Определим скорость движения точек упругого манипулятора в рамках 
линейной теории упругости, согласно которой жесткость соединительных 
узлов между звеньями велика ( )1~jc ε − , а обобщенные координаты jβ  ма-

лы ( )~ , 1, 2, ,j j mβ ε = … . Предполагается также, что компоненты вектора 
упругих смещений звеньев малы по сравнению с их линейными разме-
рами, т. е. ( ) ( ) ( ) ( ), ~ , , ~ , , ~ , 1, 2, ,l l lw t w t w t l kξ ε ξ ε ξ ε′ =� … , где 1ε << , частные 
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производные по ξ  обозначены штрихом, а по t  – точкой. Согласно вы-
шеизложенному в пределе при 0ε →  соединительные узлы становятся 
идеальными, а звенья – абсолютно твердыми телами. 
     2. Скорость движения в криволинейных координатах. Радиус-
вектор произвольной точки манипулятора относительно неподвижной точ-
ки будет функцией от криволинейных координат ( )1, 2,3ps p =   

( )1 2 3, , .s s s=ρ ρ                                             (2.1) 
Дифференцируя зависимость (2.1) по времени, с учетом (1.2) для скорости 
движения найдем следующие выражения: 

( ) ( ) ( )* * *3

1 1 1 1

, , , , , ,
.

n m k
p p p

i j l
p i j lp i j l

s s s
w

s w
α β

α β= = = =

⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂
= + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑

α β w α β w α β wρv �� �     (2.2) 

Так как при составлении каждой из производных ( )1,2,3
p

p
s
∂

=
∂
ρ  пере-

менной считается только данная координата ( )1, 2,3ps p = , то отвечающая 

ей координатная линия оказывается годографом вектора ( )321 ,, sssρ . 
Следовательно, 

( )0 1,2,3 ,p p
p

H s p
s
∂

= ⋅ =
∂
ρ                                     (2.3) 

где 0
ps  – орт данной оси криволинейных координат, а величины 

( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2
1 2 3, , , , , ,

p
p p p p

q q q
H

s s s s

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

α β w α β w α β wρ      (2.4) 

называются коэффициентами Лямэ. Направляющие косинусы координат-
ных осей определяются выражениями [1, 2] 

                             
( )0 11 1cos ,p

p p p p

q
s i i

H s H s
∂∂

⋅ = ⋅ =
∂ ∂
ρ  

( ) ( )0 21 1cos 1,2,3 ,p
p p p p

q
s j j p

H s H s
∂∂

⋅ = ⋅ = =
∂ ∂
ρ                    (2.5) 

                             
( )0 31 1cos .p

p p p p

q
s k k

H s H s
∂∂

⋅ = ⋅ =
∂ ∂
ρ  

С учетом (2.3), (2.4) вектор скорости (2.2) в криволинейной системе коор-
динат представим в виде 

   
( ) ( ) ( ) ( )* * *3

0

1 1 1 1

, , , , , ,
, , .

n m k
p p p

p i j l p
p i j li j l

s s s
H w s

w
α β

α β= = = =

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑

α β w α β w α β w
v α β w �� �

   
(2.6) 

Формулу (2.6) можно представить в более удобном виде, вводя обобщен-
ные матрицы Лямэ ( )( )* , , 1,2,3p p =H α β w , элементы которых зависят от 
коэффициентов Лямэ ( ), ,pH α β w  и изменения геометрической структуры 
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манипулятора относительно обобщенных координат , ,i j lwα β  ( 1, 2, , ,i n= …  
)1, 2, , 1, 2, ,j m l k= =… … . 

     Матрица *
1 ( , , )H α β w  имеет размерность  ( )3 n×  с общим элементом 

( ) ( ) ( ) 3,*
*
1

, 1

, ,
, , , , .

n

p
p

i p i

s
H

α
=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

α β w
H α β w α β w                        (2.7) 

Матрица ( )*
2 , ,H α β w размера ( )3 m×  имеет следующие элементы: 

( ) ( ) ( ) 3,*
*
2

, 1

, ,
, , , , .

m

p
p

j p j

s
H

β
=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

α β w
H α β w α β w                       (2.8) 

Введем также матрицу ( )wβαH ,,*
3  с элементами 

( ) ( ) ( ) 3,*
*
3

, 1

, ,
, , , , .

k

p
p

l p l

s
H

w
=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

α β w
H α β w α β w                        (2.9) 

( )*
3 , ,H α β w имеет размерность ( )3 k× . 

     Вектор скорости (2.6) с учетом введенных обобщенных матриц Лямэ  
(2.7) - (2.9) представим в виде суммы трех слагаемых 

( ) ( ) ( )* * *
1 2 3, , , , , , .= + +v H α β w α H α β w β H α β w w�� �

                   (2.10) 
При 0=β  и 0=w  формула  (2.10) совпадает с формулой, определяющей 
скорость движения для абсолютно жесткой модели манипулятора, по-
скольку ( ) ( )* *

1 ,0,0 =H α H α , а при ( )0, 0= ≠w β  (2.10) совпадает с форму-
лой, определяющей скорость движения манипулятора, соединительные уз-
лы между звеньями которого обладают упругой податливостью [8]. 

Для оценки слагаемых в (2.10) в рамках принятой модели манипу-
лятора пользуемся разложением функций ( )* , ,p ps s= α β w  и  pH =  

( ), ,pH= α β w  ( )1,2,3p =  по формуле Тейлора относительно jβ  ( 1,2,j =  
),m…   и ( )( ), 1,2, ,lw t l kξ = …  с точностью ε  

                 
( ) ( ) ( ) ( )

* *
* 2

1 1

,0,0 ,0,0
,0,0 ,

m k
p p

p p j l
j lj l

s s
s s w o

w
β ε

β= =

∂ ∂
= + + +

∂ ∂∑ ∑
α α

α          (2.11) 

                
( ) ( ) ( ) ( )2

1 1

,0,0 ,0,0
,0,0

m k
p p

p p j l
j lj l

H H
H H w o

w
β ε

β= =

∂ ∂
= + + +

∂ ∂∑ ∑
α α

α
 

( )1,2,3p = .                                                (2.12) 
Подставляя (2.11) и  (2.12) в  (2.6) или в (2.10), после некоторых вычисле-
ний вектор скорости движения манипулятора с точностью ε  представим в 
виде 

( ) ( ) ( ) ( )* 2 *3 3
0

1 1 1 1 1 1

,0,0 ,0,0
,0,0 ,0,0

n n m n
p p

p i p p
p i p i j ii j i

s s
H s Hα

α β α= = = = = =

⎧ ⎡⎡ ⎤ ⎛∂ ∂⎪ ⎢= + +⎜⎢ ⎥ ⎨ ⎜∂ ∂ ∂⎢⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎝⎣⎩
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

α α
v α α�  
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( ) ( ) ( ) ( )* 2 *3
0

1 1 1 1

,0,0 ,0,0 ,0,0
,0,0

n k n
p p p

j i p p
p i l ii j l i

s H s
s H

w
β α

α β α= = = =

⎫ ⎧⎤ ⎡⎞ ⎛∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎥ ⎢+ ⋅ + +⎟ ⎜⎬ ⎨⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎥ ⎢⎪ ⎪⎠ ⎝⎦ ⎣⎭ ⎩
∑ ∑ ∑ ∑

α α α
α�  

( ) ( ) ( ) ( )* *3
0 0

1 1

,0,0 ,0,0 ,0,0
,0,0

m
p p p

l i p p j p
p ji l j

s H s
w s H s

w
α β

α β= =

⎫⎤⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪⎥+ ⋅ + +⎟ ⎢ ⎥⎬⎟∂ ∂ ∂⎥ ⎢ ⎥⎪⎠ ⎣ ⎦⎦ ⎭
∑ ∑

α α α
α ��  

( ) ( )*3
0

1 1

,0,0
,0,0

k
p

p l p
p l l

s
H w s

w= =

⎡ ⎤∂
+ ⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

α
α �                            (2.13) 

или, выводя  матрицы  ( )*
1 ,0,0H α , ( )*

2 , ,0H α β , ( )*
3 ,0,H α w , ( )*

4 ,0,0H α  и *
5H  

( ), 0,0α , в виде 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

* * *
1 2 3

* *
4 5

,0,0 , ,0 ,0,

,0,0 ,0,0

= + + +

+ +

v H α α H α β α H α w α

H α β H α w

� � �
� �

 

или 

                         ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , ,= + +v v α α v α α β β v α α w w�� � � �                             (2.14) 
где 

( )*
1 1 ,0,0=v H α α� , ( ) ( )* *

2 2 4, ,0 ,0,0 ,= +v H α β α H α β��  

                         ( ) ( )* *
3 3 5,0, ,0,0 .= +v H α w α H α w� �  

Здесь матрица  ( )*
1 ,0,0H α  имеет размерность  ( )3 n×  с элементами 

( ) ( ) ( ) 3,*
*
1

, 1

,0,0
,0,0 ,0,0 .

n

p
p

i p i

s
H

α
=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

α
H α α                         (2.15) 

( )*
2 , ,0H α β  имеет элементы 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3,2 * *

*
2

1
, 1

,0,0 ,0,0 ,0,0
, ,0 ,0,0 .

n
m

p p p
p j

j j i i j p i

s s H
H β

β α α β=
=

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + ⋅⎢ ⎥⎨ ⎬
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑
α α α

H α β α (2.16) 

Элементы матрицы ( )*
3 ,0,H α w  зависят от ( ),t ξw  и являются 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3,2 * *

*
3

1
, 1

,0,0 ,0,0 ,0,0
,0, ,0,0 .

n
k

p p p
p l

l l i i l p i

s s H
H w

w wα α=
=

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + ⋅⎢ ⎥⎨ ⎬
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑
α α α

H α w α

 

(2.17) 

Матрицы ( )*
2 , ,0H α β  и ( )*

3 ,0,H α w  имеют размерность ( )3 n× . 
Матрицы ( )*

4 ,0,0H α  и ( )*
5 ,0,0H α  имеют размерность ( ) ( )3 , 3m k× ×  соответ-

ственно с элементами 

( ) ( ) ( ) 3,*
*
4

, 1

, 0,0
,0,0 ,0,0 ,

m

p
p

j p j

s
H

β
=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

α
H α α

                   

 (2.18)

 

( ) ( ) ( ) 3,*
*
5

, 1

, 0,0
,0,0 ,0,0 .

k

p
p

l p l

s
H

w
=

⎧ ⎫∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

α
H α α                      (2.19) 

     Разложения (2.11), (2.12) позволяют представить вектор скорости (2.14) 
движения многозвенного упругого манипулятора в рамках скорости 
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движения абсолютно жесткой модели с добавлением слагаемых, порядок 
которых не превышает .ε ( )*

1 1 ,0,0=v H α α�  – скорость движения жесткой 

модели манипулятора, ( ) ( )* *
2 2 4, ,0 ,0,0= +v H α β α H α β��  – скорость, обуслов-

ленная упругостью соединительных узлов манипулятора  ( ) )( 2 , , , ~ εv α α β β�� ,  

а ( ) ( )* *
3 3 5,0, ,0,0= +v H α w α H α w� �  – скорость, обусловленная упругостью 

звеньев манипулятора ( ) )( 3 , , , ~ εv α α w w� � . При 0jβ = ( )1, 2, ,j m= …  
( )2 , ,0,0 0≡v α α� , а при ( ), 0lw t ξ = ( )1, 2, ,l k= …  ( )3 , ,0,0 0≡v α α� . 

 

     3. Ускорение в криволинейных координатах. После определения 
скорости движения характерных точек манипулятора с обобщенной упру-
гостью по формуле (2.14) можно также определять проекции вектора уско-
рения ( )1,2,3pa p =  на осях криволинейной системы координат. Проек-
ции вектора ускорения определяются следующим образом: 

0 1
p p

p p

da s
H dt s

∂
= ⋅ = ⋅

∂
v ρa ,                                     (3.1) 

где согласно (2.3) 01
p

p p

s
H s

∂
=

∂
ρ ( )1, 2,3p = . 

 Проведя ряд преобразований, получим для проекции вектора уско-
рений движения манипулятора [1, 2] 

2 21
2 2p

p p p

d v va
H dt s s

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= −⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭� ( )1,2,3p = , 

3
2 2

1
,p

p
v v

=

= ∑                 (3.2) 

где  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

1

2 * *

1 1 1

2 * *

1 1 1

,0,0
,0,0

,0,0 ,0,0 ,0,0
,0,0

,0,0 ,0,0 ,0,0
,0,0

n
p

p p i
i i

n m n
p p p

p j i
i j i j i i j

n k n
p p p

p l
i l i l i i l

s
v H

s s H
H

s s H
H w

w w

α
α

β α
β α α β

α α

=

= = =

= = =

∂
= +

∂

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

α
α

α α α
α

α α α
α

�

�

�

( ) ( ) ( ) ( )* *

1 1

,0,0 ,0,0
,0,0 ,0,0 .

i

m k
p p

p j p l
j lj l

s s
H H w

w

α

β
β= =

+

∂ ∂
+ +

∂ ∂∑ ∑
α α

α α� �

 

(3.3)

     Подставляя (3.3) в (3.2), получим компоненты вектора ускорения дви-
жений манипулятора с обобщенной упругостью в зависимости от обоб-
щенных координат ( ), ,α β w , скоростей  ( ), ,α β w�� �  и ускорений ( ), ,α β w���� ��  

( ), , , , , , , ,p pa a= α β w α β w α β w� ��� ��� �� ( )1,2,3 .p =                        (3.4) 

При малых деформациях компоненты вектора ускорений pa ( )1,2,3p =  так-
же можно представить в виде суммы трех слагаемых 

( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , , , , , ,p p p pa a a a= + +α α α α α α β β β α α α w w w� ��� �� � �� � �� � �� ( )1,2,3 ,p =      (3.5) 
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где слагаемые ( )1 , ,pa α α α� �� ( )1,2,3p =  соответствуют ускорению движений 

абсолютно жесткой модели манипулятора, а слагаемые ( )2 , , , , ,pa α α α β β β� ��� ��  и 

( )3 , , , , ,pa α α α w w w� �� � �� ( )1, 2,3p =  зависят от упругости соединительных узлов и 
упругости звеньев манипулятора, соответственно. 
 
Институт механики НАН РА 
 

А. А. Гукасян 
Кинематика упрогого манипулятора в криволинейной  

системе координат 
 

В криволинейной системе координат исследована кинематика многозвенного 
упругого манипулятора. Предполагается, что звенья манипулятора моделируются 
как упругие стержни, а соединительные узлы между звеньями содержат упругие 
элементы большой жесткости. В рамках линейной теории упругости получены 
выражения для скорости и ускорения движений характерных точек звеньев и 
схвата упругого манипулятора через обобщенные матрицы Ляме.  
 
 

Ա. Ա. Ղուկասյան 
Առաձգականությամբ մանիպուլյատորի կինեմատիկան  

կորագիծ կոորդինատական համակարգում 
 
     Կորագիծ կոորդինատական համակարգում ուսումնասիրվում է բազմօղակ 
առաձգական մանիպուլյատորի կինեմատիկան: Ենթադրվում է, որ մանիպուլյատորի 
օղակները մոդելավորվում են որպես առաձգական ձողեր, իսկ օղակների միացման 
հանգույցները պարունակում են մեծ կոշտությամբ առաձգական էլեմենտներ: Առաձ-
գականության գծային տեսության սահմաններում ստացված են մանիպուլյատորի 
բնութագրիչ կետերի և բռնիչի շարժման արագության ու արագացման արտահայ-
տությունները Լյամեի ընդհանրացված մատրիցայի միջոցով:  

 
 

A. A. Ghukasyan 
Kinematics of the Elastic Manipulator in Curvilinear  

Coordinates System 
 

     In curvilinear coordinates system the kinematics of multilink elastic manipulator is 
investigated. It is supposed that the manipulator links are modeled as elastic bars and 
connecting nodes between links contain the elastic elements of large rigidity. In the 
framework of linear theory of elasticity the expression for speed as well as acceleration 
of motion of characteristic link points and elastic manipulator clamp through 
generalized matrix of Lame are obtained. As an example, the kinematic correlation of 
motion of two-link manipulator with one elastic link and two elastic connecting hinges 
is determined. 
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