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Современные методы и устройства кодирования информации базируются на основ-
ных моделях  высшей (абстрактной) алгебры, теории чисел и таких понятиях (систем), 
как группы, кольца, поля, сравнения, вычеты и т.п. Все эти понятия в общем случае рас-
пространяются на объекты различной природы и на отношения (связи) между ними. В 
дальнейшем рассматриваются только математические объекты: числа, векторы, много-
члены и т.д. Таким образом, математические объекты и описывающие их операции в 
совокупности образуют математические модели различных физических процессов. 
Наибольший интерес представляют такие общеизвестные математические модели, как 
системы целых и действительных чисел, которые символизируют  многие физические 
процессы, например, счет, измерение, сравнение, упорядочение. Конечные поля играют 
важную роль в системах кодирования, криптографии и цифровой обработки сигналов. 
Элементы конечных полей представляются в различных формах: степенной, векторной, 
полиномиальной и др. Наиболее распространенным является построение конечных по-
лей с помощью модульной арифметики, которое, в свою очередь,  базируется на извест-
ных операциях целочисленной арифметики. В конечных полях операции умножения 
(деления) являются более сложными, чем операции сложения (вычитания). Для упроще-
ния выполнения операции умножения удобно преобразовать числа в полиномиальную 
форму. В работе рассмотрен наиболее полный спектр представления элементов в конеч-
ных полях. На многочисленных примерах показаны различные способы осуществления 
основных операций в конечных полях. Показана методика определения примитивных 
элементов конечных полей. 

Ключевые слова: конечные поля, примитивный полином, генераторный многочлен, 
примитивный элемент, принцип замкнутости, неприводимый полином.   

Введение. В настоящее время существует несколько основных форм пред-
ставления элементов в конечных полях. Для представления этих методов напом-
ним некоторые основные понятия  и свойства конечных полей. 

Основные свойства конечных полей.  В общем случае  поле – множество 
элементов, в котором можно производить операции сложения, вычитания, 
умножения и деления [1-9]. Как известно, поля могут иметь бесконечное и ко-
нечное число элементов. Однако в теории кодирования существенную роль иг-
рают поля с определенным числом элементов, которые и называются конечными 
полями  [Finite Fields(FF)]. Итак, пусть имеем поле с конечным числом элемен-
тов, равным ,q  которое также называется порядком поля. Такое поле часто 
называется полем Галуа [Galois Field] и обозначается .qGF Это поле обладает 
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всеми свойствами, перечисленными в [1,3]. Кроме того, конечность числа эле-
ментов qGF  накладывает свой отпечаток  на структуру поля.  

Рассмотрение полей Галуа начнем с самого простейшего, которое состоит 
из двух элементов .2q  Так как поле должно обязательно обладать нулевым 
элементом по сложению и единичным элементом по умножению, то, следова-
тельно, поле 2GF  должно содержать e = 0  и e х=1  соответственно, т.е. это 
двоичное поле Галуа [2]. При этом операции умножения и сложения определя-
ются следующим образом: 

                                       000      000  
                                               110       010                                       (1)     
                                       101       001  
                                       011       111  
Из равенств 011  и 111  следует, что 1111  и 11 1 . Тогда 

таблицы для вычитания и деления имеют вид 
              000                        0:0     не существуют 

                       110  т.к. 11010           0:1                              (2)                
                 101                         01:0 , т.к. 101:0

-1 = 0  
                   011                                 .11:1    

Из сравнения (1) и (2) видно, что операции сложения и вычитания, а также 
умножения и деления (кроме деления на нуль) равнозначны.  

Нетрудно заметить, что (1) представляет собой сложение и умножение по      
mod 2. Сложение и умножение по некоторому модулю m обеспечивает принцип 
замкнутости, т.е. не позволяет выходить за пределы множества. Это очень 
важное свойство конечных полей. Например, обычно 211 , но 011

,2mod  т.е. результат операции сложения по mod 2 принадлежит исходному 
множеству 1,0 . Также отметим, что другого числового поля с  2q не суще-
ствует [7,8]. 

Самым примечательным из теории конечных полей можно считать тот 
факт, что число элементов в этих полях всегда подчиняется условию 

mpq ,                                                         (3) 
где p  – простое число, ,...,.3,2,1m  
        Итак, конечное поле существует только в том случае, когда число элемен-
тов поля равно степени простого числа. При 1m  и 2p  имеем поле 2GF ; 
при 1m  и 3p – поле 3GF ; при 2m , 2p - 4GF ; 1m , 5p – 5GF  и 
т.д. Таким образом, можно построить поле с числом элементов 5,4,3,2q  и т.д., 
но никак нельзя сформировать поле с числом элементов 14,12,10,6q  и т.д.  

Этот факт приводится и доказывается в многочисленных литературных ис-
точниках [1,3,7-9]. При 1m  число элементов поля ,pq  и такое поле часто 
называется примитивным. Элементами такого поля являются числа 
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1p,...,2,1,0  или другие объекты (например, полиномы), которые будут 
рассмотрены далее. 

По всей видимости, самым важным в теории конечных полей является 
наличие так называемых примитивных элементов (или генераторов, или по-
рождающих элементов, или первообразного корня). 

В первом приближении примитивным элементом  поля qGF  назовем та-
кой элемент, последовательные степени которого образуют 1q  ненулевых 
элементов этого поля.  

Пример 1. Рассмотрим поле 4,3,2,1,05GF  и составим пять степеней каж-
дого из элементов этого поля. Расчеты сведем в табл.1. 

                                                                                          Таблица 1 
Поле 5GF  

001a  02a  03a  04a  05a  

111a  112  112  114  115  
221a  422  5mod3823  5mod11624  5mod23225  
331a  5mod4932

 
5mod22733

 
5mod18134  5mod324335  

441a  5mod11642

 
5mod46443

 
5mod125644

 
5mod4102445  

 

Из табл.1 видно, что aa5  для всех a  и 14a  для  любого a, кроме 
.0a  Более того, при 2a  и 3a  первые четыре степени образуют элементы 

исходного поля. Для остальных а этого не наблюдается. Поэтому, согласно 
предыдущему определению, числа 2  и 3  есть примитивные элементы. В даль-
нейшем будем рассматривать один примитивный элемент 2, обозначив его через 

.  Итак, из третьей строки таблицы видно, что элементы поля 5GF  соответ-
ствуют следующим степеням примитивного элемента: ;21  ;42  ;33  

04 1  (из свойств полей).  
Таким образом, сумма, например, ,5mod2743 их произведение 

5mod21243   или, с другой стороны, .243 14mod523  Наличие  
4mod   вытекает из 104  [в общем случае для степеней – это 1qmod ]. 
Отметим, что для случая больших полей нахождение примитивного элемен-

та является достаточно сложной задачей. Поэтому используется полиномиаль-
ное представление полей, о котором будет сказано далее. 

Многочлены и их применение в теории кодирования. Определим полином 
над полем (или в поле) qGF  в виде следующего выражения: 

                                   ,... 1
1

2
210

m
m

m
m xaxaxaxaaxa                         (4)  

где x  – неопределенная переменная; ia   - коэффициенты, которые принадлежат 
полю qGF , причем показатели степени при x  и индексы  при a   - это целые 
числа. 



112 
 

Применим для полиномов над полем обозначение , имея в виду под 
q - порядок поля, а под x  – переменную полинома, которая не принадлежит по-
лю. 

Рассмотрим понятие неприводимого полинома по аналогии с простым чис-
лом. Пусть для полиномов xa , xb  и x  справедливо 

                                                   .xxbxa                                                   (5)   
Тогда говорят, что xb  делит xa  или xa  делится на xb . Если имеется 

полином xp  степени m , который не делится ни на какой полином степени, 
меньшей m , но большей 0, то он называется неприводимым [3]. Или другое 
определение: полином xp  называется неприводимым, если он делится только 
на xp  или ,  где  – любой ненулевой элемент поля qGF  [6]. Или еще 
одно определение: полином неприводим в поле qGF , если он не может быть 
разложен на полиномы меньшей степени    [4,8].  

Конечно, все эти определения имеют один и тот же смысл. Однако очень 
важно отметить, что приводимость и неприводимость следует определять только 
по отношению к конкретному заданному полю, т.к. может случиться, что непри-
водимый полином над этим полем будет приводим над другим [4,8]. 

Пример 2. Пусть имеем xGF ,3 , т.е. множество чисел 2,1,0 . Тогда поли-

ном 12 xx  приводим в этом поле, т.к.  его  можно разложить следующим 
образом: .3mod144221 222 xxxxxxxx  Другие полиномы 

x2+x+2 и x2+1  неприводимы в этом поле [4].  С другой стороны, полином 12x  
неприводим над  полем рациональных и действительных чисел, но в поле ком-
плексных чисел он приводим, т.к. ixixx 12 . 

Отметим несколько важных свойств неприводимых полиномов [4]: 
1. Любой полином первой степени неприводим. 
2. Если в полиноме коэффициент при старшем члене (т.е. с максимальной 

степенью x ) равен 1 , то он называется простым. 
3. Всякий  полином xf  степени 1m  однозначно разлагается на неприво-

димые многочлены с точностью до множителей нулевой степени (например, на 
элементы поля и простые полиномы). 

4. Если полином xp  неприводим, то и любой полином xp  также не-
приводим, причем  – отличный от нуля элемент поля. 

Пусть имеем произвольный элемент .qGF  Если этот элемент подставим 
в полином xf  вместо неопределенной переменной x , то получим значение по-
линома xf  при .x  Когда ,0f  то элемент  называется корнем поли-
нома .xf В общем случае полином может не иметь корней в своем собствен-
ном поле.  
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Пример 3. Пусть имеем полином над полем 2GF  в виде .12 xxxf Вы-
числим его значение при 0  и .1 Тогда ;10f  .11111 2f  Это зна-
чит, что этот полином  не имеет корней в поле 2GF . Аналогично не имеет кор-
ней  в двоичном поле и полином 134 xxxf .  

Если корнем простого полинома является примитивный элемент, то поли-
ном называется примитивным [1,4,6]. С другой стороны, для отыскания прими-
тивного полинома можно воспользоваться более строгим определением, а имен-
но, неприводимый полином xp  степени m  из поля xpGF , , где p  – простое 
число, называется примитивным, если он делит нацело двучлен 1nx , где 

1mpn  [8].  
Пример 4. Пусть имеем полином 12 xxxp  с p=2 и .2m  Убедимся, 

что он примитивный. Для этого проведем деление 11 3xxn  нa :xp  

1
11

2

23

3

x
xx

xxx
x  

1
1

2

2

xx
xx  

0  
Теперь обратимся к корням полиномов. Корни   примитивного полино-

ма xp  степени m  из xpGF , , если они существуют, имеют порядок 1mp . Ес-
ли любой полином xp  делится на линейный полином ,ax  то элемент  яв-
ляется корнем xp .   

Пример 5. Рассмотрим полином 134 xxxxp  над полем .2GF  Про-
стой проверкой можно  убедиться,  что  его  корнем  служит  элемент .1  
Действительно, .01111 34p  Следовательно,  этот полином должен де-
литься на  1x  или ,1x  что может быть проверено соответствующим делени-
ем. Однако этот полином непримитивный, т.к. легко проверить, что при делении 

17x  на xp  получается  остаток 1x .  
Ранее было показано, что числовые поля можно сформировать из последо-

вательных степеней примитивного элемента поля. Покажем, что поле над поли-
номами можно строить с использованием примитивного полинома. 

 Пусть имеем следующий примитивный полином из :, xpGF   

                                           .... 1
110

mm
m xxpxppxp                              (6) 

Допустим, что - корень этого полинома, что означает  
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                   .0... 1
110

mm
mpppp     

Отсюда 
                    .1

110
m

m
m ppp                               (7) 

Следовательно, степени m  элемента  могут быть представлены в виде  
полиномов степеней 1m  или меньше. Поскольку порядок элемента  равен 

,1mp  то каждая степень  представляется своим соответствующим полино-
мом. 

      Пример 6. Построим поле .28 3GFGF  Для этого используем прими-

тивный полином 13 xxxp . Пусть - корень xp , т.е. 013  или 

откуда 13 . Тогда степень  и полиномы будут иметь соответствие, пока-
занное в табл. 2. 

Используя полиномиальное представление поля 32GF , можем легко осу-

ществить сложение и умножение элементов. 

Пример 7. Сложение трех элементов этого поля из табл. 2 имеет вид  
.11 52222642  

Умножение двух элементов из этой же таблицы, как было показано ранее, 

осуществляется следующим образом: 
37mod101mod6464 q . 

С другой стороны, теперь уже в форме полиномов, это умножение можно 
произвести с помощью следующих преобразований: 

.1 2342264  

Далее                         13

24

234
 

                   3 - остаток. 
 

Следовательно, .mod1 322 xp  

В общем виде это умножение имеет вид 

,mod1010 pbbbaaa m
m

m
m  

причем здесь коэффициенты ia  и ib  умножаются по правилам умножения в поле 

.qGF Такая форма более сложная, поэтому при умножении удобнее пользо-

ваться степенным представлением.  
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                                                                             Таблица 2  
Поле 8GF  при 13 xxxp  

Пример 8. Продемонстрируем конструкцию поля .4GF  Для этого восполь-
зуемся одним единственно возможным примитивным полиномом этого поля

12 xxxp . Тогда, если - корень этого полинома,  то .12  Расчеты 
сведены в табл. 3.     

Полиномиальное представление элементов позволяет также перейти к век-
торному представлению элементов поля, а именно - полиному 

m
mxaxaxaaxa 2

210  поставить в соответствие (связать) вектор 
maaaA ,,, 10  ,                                                        (8) 

координаты  которого совпадают с коэффициентами полинома (а эти, в свою 
очередь, взяты из поля qGF ). Например, если имеем двоичное поле qGF , то 
вектор A - это последовательность (набор) из m  символов 1 и 0, которые отра-
жают соответствующий полином.  

     Таблица 3  
Структура поля )4(GF  

Численная форма Степенная форма Полиномиальная форма 
0 
 

1 
 

2 
 

3 

 
0  

1  
2  

0 
 

1 
 

1  
 

1 
 

Пример 9. Представим поле 32GFpGFqGF m  в виде векторного про-
странства – совокупности векторов, соответствующих различным степеням кор-
ня  примитивного полинома .13 xxxp  Для этого используем результаты 
табл. 2 и предыдущие замечания. Эти построения показаны в табл. 4, где ис-
пользованы трехразмерные векторы, так как 3m . 

Отметим, что полиномиальные и векторные формы очень удобны при вы-
полнении сложения, а степенные – при выполнении умножения.  

Степени  Полиномы от  
0 

10  
11  
22  
33  
44  

 

55  
 
 

66  

  
1 

 
2  

13  
234 1  

1223245  
111 2223256  
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Покажем способы выполнения умножения двух полиномов из табл. 4:  
.1 6422  

Первый способ – умножение степеней по 71mod q , т.е. .31064   
Второй способ – непосредственное умножение полиномов и редукция (сни-

жение) степеней в соответствии с табл. 4: 
.111 32243222
 

Третий способ – деление произведения на xp  и взятие остатка: 
                                       α4 + α3 + α2 + α        α3 + α + 1 
                                         α4 + α2 + α                α 
                                                    α3 

Четвертый способ – умножение двоичных векторов и деление на вектор 
:xp   

                            011                                   11110  1011 
                           x                                         1011    11 
                           101                                    01000                  
                           011                                      1011 
                           011                                          11 

                 01111                                                                                    Таблица 4  

Различные формы представления элементов поля )2( 3GF  
  

 

Кроме описанных выше представлений элементов полей, используется еще 
одна логарифмическая форма, которая отражает непосредственно степени или в 
виде целых чисел, или в виде двоичного кода  этих чисел. 

Подводя итоги, составим табл. 5, где показаны различные представления 
элементов конечных полей, например, для случая 4GF . 

Целочисленные степени  часто называются логарифмами (иногда индек-
сами). Для удобства принято обозначать 0  [4]. Экспоненциальная форма 

Степенная форма Полиномиальная форма Векторная форма 
0 
1 

 
2  
3  
4  
5  
6  

 

0                                        
1                               
                             
                             2  

1     +                      
                    +      2  
1     +           +     2   
1                      +     2  

     0            0          0 
     1            0          0 
     0            1          0  
     0            0          1 
     1            1          0 
     0            1          1  
     1            1          1 
     1            0          1 
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представляет собой двоичный натуральный код индексов (показателей степеней) 
элемента .  

По всей видимости, в табл. 5 сведены все известные на сегодняшний день 
формы представления элементов конечного поля.                                                                                            
                                                                                                                                        Таблица 5  

Различные формы представления элементов поля 4GF  

Сим-
вольная 
форма 

Числен-
ная 
форма 

Степен-
ная фор-
ма 

Полино-
миальная 
форма 

Вектор-
ная 
форма 

Логарифмическая 
форма 
индекс-
ная 

экспонен- 
циальная 

0 0 0  0    0    0  0  0 
1 1 10  1    1    0 0 1  1 
a  2 1      0    1 1 0  1 
b  3 2  1     1    1 2 1  0 

 

Заключение. Проведено обобщение различных способов представления 
элементов в конечных полях. Представлены примеры, которые позволяют про-
изводить расчеты с более сложными полями с целью построения современных 
систем передачи информации. 

Проведен сопоставительный анализ различных методов выполнения ариф-
метических операций в полях целых чисел и многочленов и сделаны предложе-
ния по выбору наиболее приемлемого способа выполнения этих операций.   
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REPRESENTATION FORMS OF FINITE FIELD ELEMENTS  
H.A. Gomtsyan, B.F. Badalyan, G.K. Egoyan, G.H. Gomtsyan 

Modern methods and devices for coding information are based on the main models of 
higher (abstract) algebra, the number theory and such concepts (systems) as groups, rings, 
fields, comparisons, deductions, etc. All these concepts in the general case apply to objects of 
different nature and relationships (links) between them. Further, we will only consider mathe-
matical objects: numbers, vectors, polynomials, etc. Thus, mathematical objects and the opera-
tions describing them together form mathematical models of various physical processes. For us 
the greatest interest is represented by the well-known mathematical models such  as  systems of 
integer and real numbers, representing many physical processes like counting, measuring, 
comparing, ordering, are of special interest. Finite fields play an important role in coding, cryp-
tography and digital signal processing systems. Elements of finite fields are presented in differ-
ent forms: power, vector, polynomial, etc. The most common is the construction of finite 
fields, using modular arithmetic, which in their turn are based on the known operations of inte-
ger arithmetic. In finite fields, the operations of multiplication (division) are more complex 
than are the operations of addition (subtraction). To simplify the operation of multiplication, it 
is convenient to convert the numbers to the polynomial form. The paper discusses the most 
comprehensive representation of elements in finite fields. Numerous examples show the differ-
ent ways of implementing the basic operations in the finite fields. The method of determining 
the primitive elements of finite fields is shown. 

Keywords: finite field, primitive polynomial, generator polynomial, primitive element, 
principle of closureness, irreducible polynomial. 


