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Предложены три метода решения обобщенных однопараметрических 

транспонированных аналогов матричных уравнений типа Сильвестра с квадратными 

матрицами-коэффициентами: аналитический метод; последовательный и параллельный 

численно-аналитические методы, основанные на дифференциальных преобразованиях  

Г.Е. Пухова. Во всех случаях получены соответствующие условия однозначной 

разрешимости задачи. Аналитический метод ограничен в практических приложениях, 

однако служит основой для разработки последовательного и параллельного численно-

аналитических методов. Последние обладают такими структурами, которые дают 

возможность достаточно легко реализовать эти методы средствами современных 

информационных технологий. Предложенные методы определенным образом дополняют 

имеющийся пробел в рассматриваемой области и, кроме того, легко  трансформируются 

в соответствующие аналоги для решения подобных задач с прямоугольными матрицами–

коэффициeнтами. При этом вместо обычных функциональных или числовых обратных 

матриц используются обобщенные однопараметрические функциональные или числовые 

обратные матрицы, задающие в общем случае приближенные решения рассматриваемых 

задач. 

Предложенные методы, как частные случаи, охватывают методы решения 

однопараметрических матричных уравнений типа Сильвестра, Стейна, Ляпунова и др. 

Рассмотрен модельный пример с квадратными матрицами-коэффициентами,  для 

решения которого был использован последовательный численно-аналитический метод. 

При этом получено точное тейлоровское решение, демонстрирующее эффективность 

предложенных методов. 

Ключевые слова: обобщенный однопараметрический транспонированный аналог 

матричного уравнения типа Сильвестра, редукция, аналитическое решение, 

дифференциальные преобразования, последовательный и параллельный числeнно-

аналитические методы, непрерывное решение непрерывной задачи, модельный пример.  
 

Введение. В работе [1] были предложены методы решения однопара-

метрических транспонированных аналогов матричных уравнений типа 

Сильвестра 

C(t)B(t)(t)XX(t)А(t) T                                 (1) 
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с квадратными матрицами )(),(, tCtBА(t)  и )(tX  одного и того же порядка m , 

где )(tX - неизвестная функциональная матрица, подлежащая определению. 

В настоящей работе рассматриваются методы решения обобщенных 

однопараметрических транспонированных аналогов матричных уравнений типа 

Сильвестра  

,)()( C(t)B(t)(t)XtFtDX(t)А(t) T                                  (2) 

являющихся обобщениями числовых матричных уравнений, рассмотренных, в 

частности, в [2]. 

Здесь C(t)B(t)tFtDА(t) ,),(),(,  и X(t) – квадратные матрицы одного и того 

же порядка m, где X(t) – неизвестная функциональная матрица, подлежащая 

определению. 

Замечание 1. Очевидно, что уравнение (1) является  частным случаем 

уравнения (2), когда EtFD(t)  )( , где E  – единичная матрица порядка m. 

Слeдовательно, решение уравнения будет  связано с намного более сложными 

вычислительными затруднениями, нежели решение уравнения (1), характери-

зующееся, в свою очередь, непростыми численными процедурами. 

Редукция и аналитическое решение задачи. Допустив, что матрицы  

)(),(, tFtDA(t)  и B(t)  невырождены на рассматриваемом интервале изменения 

параметра t, из (2) получим, что 

),()()()()()()()(

)()]()()()([)()(

1111

11

tDtBtXtFtAtDtCtA

tDtBtXtFtCtAtX

T

T








 

oткуда 

)()()()()()()()()( tAtFtXtBtDtAtCtDtX TTTTTTTT   .    (3) 

С другой стороны, из того же уравнения (2) имеем 

).()()()()()()()(

)()]()()()([)()(

1111

11

tBtDtXtAtFtBtCtF

tBtDtXtAtCtFtX T








             (4) 

В результате сопоставления соотношений (3) и (4) приходим к выражению 

),()()()()()()()(

)()()()()()()()(

1111 tBtDtXtAtFtBtCtF

tAtFtXtBtDtAtCtD TTTTTTT








           (5) 

в котором, в отличие от (2), фигурирует лишь только неизвестная матрица )(tX .  

Далее, из (5) получим следующее, достаточно сложное матричное уравнение: 

).()()()()()(

)()()()()()()()()()(

11

11

tAtCtDtBtCtF

tAtFtXtBtDtBtDtXtAtF

TTT

TTTT








     (6) 

Для решения этого линейного по отношению к матрице mmtX )(  уравнения  
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воспользуемся известным аппаратом кронекеровых произведений [3], в 

результате чего получим следующую линейную по отношению к 
12)(ˆ
m

tX  

гиперматрично-гипервекторную систему уравнений: 

,)(ˆ)]()()()()()([

)(ˆ)]}()([)]()([)]()([)]()({[

111
11

1
11

22

222












mm
TTT

mmm
TT

tDtAtCtDtBtCtF

tXtFtAtBtDtDtBtAtF
TT

oткуда при предположении выполнения условия гиперрегулярности 
211 )]}()([)]()([)]()([)]()({[ mtFtAtBtDtDtBtAtFrang TTTT  

  (8) 

будем иметь 

).t(D̂)t(D)t(D̂

)]}t(F)t(A[)]t(B)t(D[)]t(D)t(B[)]t(A)t(F{[)t(X̂

11

11TTTT1



 

                      

Теперь, обозначив 

)()()(1 tPtAtF 
,                                        (10) 

)()()( tQtDtB TT 
,                                       (11) 

)()()( tMtBtD TT 
,                                     (12) 

)()()(1 tNtFtA 
,                                   (13) 

гиперматрично-гипервекторную систему уравнений (7) представим в виде 

)(ˆ)(ˆ)]()()()([ 1 tDtXtNtMtQtP  .                          (14) 

Тогда условия однозначной разрешимости задачи (2), по аналогии с [1], 

сводятся к одновременному выполнению условий: 

 гиперрегулярности: 

;m)]t(N)t(M)t(Q)t(P[rang 2                         (15 a) 

 регулярности: 

ttFmtFrang   ),()( 1
,                                          (15 б) 

ttBmtBrang   ),()( 1
,                                           (15 в) 

ttDmtDrang   ),()( 1
,                                           (15 г) 

ttAmtArang   ),()( 1
.                                            (15 д) 

При этом решение системы (14) имеет вид 

)(ˆ)()(ˆ)]()()()([)(ˆ 11
1 tDtDtDtNtMtQtPtX  

.          (16) 

Замечание 2. Очевидно, аналитические решения (9) или (16) малопригодны 

для практических приложений, ибо они связаны с необходимостью определения 

функциональных обратных матриц )(),(),( 111 tFtDtA 
 и )(1 tB

, а также 

(7) 

 

(9) 
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кронекеровой функциональной обратной матрицы 
1)]()()()([  tNtMtQtP . 

Ясно, что такой подход достаточно трудоемок и в подавляющем большинстве 

случаев практически нереализуем. Поэтому необходимо воспользоваться 

другими, более эффективными подходами. К одному из таких подходов, 

основанному на дифференциальных преобразованиях Г.Е. Пухова [4] и 

достаточно развитому в работах  [5-10] для решения других аналогичных задач, и  

перейдем далее. 

Последовательный численно-аналитический метод решения. Предполо-

жим, что функциональные матрицы )(tA , )(tD , )(tF , )(tB , )(tC  и )(tX , а также 

их обратные )(1 tA , )(1 tD
, )(1 tF

 и )(1 tB
 аналитичны в некотором центре 

аппроксимации tt  . При этом, естественно, аналитичны и матрицы  )(tM , 

)(tN , )(tP  и )(tQ . Следовательно, для всех этих матриц будут иметь место 

следующие дифференциальные преобразования [4]: 

,
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!
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ttK
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dt
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  ,0K       ),,0),(,,,()( 1  KKAHtttA         (17)    
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  ,0K       ),,0),(,,,()( 2  KKDHtttD    (18)       
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  ,0K       ),,0),(,,,()( 3  KKFHtttF    (19)          
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,
)(

!
)(

11

ttK

KK

dt

tAd

K

H
KA





  ,0K      ),,0),(,,,()(
1

6
1  


 KKAHtttA  (22) 
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,
dt

)t(Qd

!K

H
)K(Q

tt

K

KK



  ,0K       ),,0),(,,,()( 11  KKQHtttQ     (27) 

,
dt

)t(Md

!K

H
)K(M

tt

K

KK



  ,0K       ),,0K),K(M,H,t,t()t(M 12     (28) 

,
dt

)t(Nd

!K

H
)K(N

tt

K

KK



  ,0K       ),,0),(,,,()( 13  KKNHtttN    (29) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tXd

K

H
KX


  ,0K       ),0),(,,,()( 14  KKXHtttX  ,    (30) 

где матрицы A(K), D(K), F(K),  B(K), C(K), ),(
1

KA 


),(
1

KD 


 ),(
1

KF 


)(
1

KB 


, 

P(K), Q(K), M(K), N(K) и X(K),  ,0K   – матричные дискреты матриц A(t), D(t), 

F(t),  B(t), C(t),  ),(1 tA ),(1 tD
 ),(1 tF

 ),(1 tB
P(t), Q(t), M(t), N(t) и X(t) 

соответственно. 

Заметим, что матрицы ),(
1

KA 


),(
1

KD 


),(
1

KF 


)(
1

KB 


,  ,0K – матрич-

ные дискреты обратных матриц )t(F),t(D),t(A 111 
 и )(1 tB

, а не обратные 

матрицы матричных дискрет A(K), D(K), F(K) и B(K);  ,0K – целочисленный 

аргумент; H – масштабный коэффициент;  символ       – знак перехода из области 

оригиналoв в область дифференциальных изображений и наоборот; )()( 141    

– некоторые аппроксимирующие функции, восстанавливающие оригиналы A(t), 

D(t), F(t), B(t), C(t), ),(),( 11 tDtA  )(,)( 11 tBtF 
, P(t), Q(t), M(t), N(t)  и X(t) 

соответственно. 

Теперь в соответствии с правилами алгебры дифференциальных 

преобразований [4] оригиналы (10)-(13) переведем в область дифференциальных 

изображений. При этом будем иметь 

,,0),()()(
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1





 KlKAlFKP
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.,0),()()(

0

1





 KlKFlAKN

K

l

                                 (34) 

Далее с учетом (14) и (16) имеем: 

при K=0: 

),0(D̂)0(X̂)0,0(D 1                                      (35) 

откуда при условии гиперрегулярности 
2m)0,0(Drang                                           (36) 

получим 

)0(D̂)0,0(D̂)0(X̂ 1
1  

;                                (37) 

при К=1: 

)1(D̂)0(X̂)1,0;0,1D()1(X̂)0,0(D 1 ,                       (38) 

откуда 

)];0(X̂)1,0;0,1(D)1(D̂[)0,0(D)1(X̂ 1
1  

                      (39) 

 

   при К=2: 

)2(D̂)0(X̂)2,0;1,1;0,2D()1(X̂)1,0;0,1D()2(X̂)0,0(D 1 ,      (40) 

откуда 

)];0(X̂)2,0;1,1;0,2(D)1(X̂)1,0;0,1(D)2(D̂[)0,0(D)2(X̂ 1
1  

     (41) 

… 

при К=К: 

),K(D̂)0(X̂)K,0;1K;1...;;1,1K;0,K(D

)1(X̂)1K;0;2K;1;...;1;2K;0;1K(D

)2(X̂)2K,0;3K;1...,;1;3K;0,2K(D...

...)2K(X̂)2,0;1,1;0,2D()1K(X̂)1,0;0,1D((K)X̂)0,0(D

1







     (42) 

откуда 

)],0(X̂)K,0;1K,1;...;1,1K;0,K(D

)1(X̂)1K,0;2K,1;...;1,2K;0,1K(D

)2(X̂)2K,0;3K,1;...,1,3K;0,2K(D...

...)2K(X̂)2,0;1,1;0,2D()1K(X̂)1,0;0,1D((K)D̂[)0,0(D)K(X̂ 1
1







 

(43) 

причем гипервекторы: 

 

)],0()0()0()0()0(0[0
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ACDBC)(F)(D                    (44) 
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                                  (47) 

а гиперматрицы:  

),0()0()0()0()0,0( NMQPD                                       (48) 

 

)],1()0()0()1([)]1()0()0()1([)1,0;0,1( NMNMQPQPD    (49) 

)],2()0()1()1()0()2([

)]2()0()1()1()0()2([)2,0;1,1;0,2(

NMNMNM

QPQPQPD




                      (50) 

…………………………………………………………………….. 

)],2K(N)0(M)3K(N)1(M...)1(N)3K(M)0(N)2K(M[

)]2K(Q)0(P)3K(Q)1(P...)1(Q)3K(P)0(Q)2K(P[

)2K,0;3K,1...;;1,3K;0,2K(D







   

)],1()0()2()1(...)1()2()0()1([

)]1()0()2()1(...)1()2()0()1([

)1,0;2,1...;;1,2;0,1(







KNMKNMNKMNKM

KQPKQPQKPQKP

KKKKD





]K(Q)0(P)1K(Q)1(P...)1(Q)1K(P)0(Q)K(P[

)K,0;1K,1...;;1,1K;0,K(D
 

)].()0()1()1(...)1()1()0()([ KNMKNMNKMNKM   

(51) 

(52) 

(53) 
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 Таким образом, вычислив матричные дискреты (31)-(34), гипервекторы (44)-

(47), а также гиперматрицы (48)-(53), в соответствии с (37), (39), (41) - (43) можно 

вычислить и гипервекторы ),(ˆ),...,2(ˆ),1(ˆ),0(ˆ KXXXX  ,0K  и, следовательно, 

матричные дискреты ),(),...,2(),1(),0( KXXXX  ,0K , а в соответствии с (30) 

- и неизвестную матрицу X(t). 

И, наконец, условия однозначной разрешимости задачи (2) при 

использовании последовательного численно-аналитического метода сводятся к 

одновременному выполнению условий: 

 гиперегулярности: 

;m)0,0(rangD 2                                           (54a) 

 регулярности: 

,,0,)(
1




KmKrangF                                   (54б) 

,,0,)(
1




KmKrangB                                    (54в) 

,,0,)(
1




KmKrangD                                    (54г) 




,0K,m)K(rangA
1

                                     (54д) 

в центре аппроксимации tt  . 

 Параллельный численно-аналитический метод решения.  Объединив 

соотношения (35), (38), (40) и (42), получим гиперматрично-гипервекторное 

представление с точностью до соотношений  (44)-(47) и (48)-(53), аналогичное 

представлению (28) из работы [1]. Таким образом, имея гиперматрично-

гипервекторную систему 

),(ˆ)(ˆ)( 1  DXD                                      (55) 

где ,))K(X̂...)2(X̂)1(X̂)0(X̂()(X̂ TTTTT  

а ,))K(D̂...)2(D̂)1(D̂)0(D̂()(D̂ TT
1

T
1

T
1

T
11   можно определить гипер-

вектор )(X̂   и в соответствии с (30) затем восстановить решение X(t) исходной 

задачи. 

Заметим также, что при использовании параллельного численно-

аналитического метода для однозначной разрешимости задачи (2) должны быть 

одновременно выполнены условия: 

 гиперегулярности: 

;)1()0,0()1()( 2mKDrangKDrang                    (56) 

 регулярности (54б)-(54д)                                                                      (57) 

в центре аппроксимации tt  . 
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Модельный пример. Пусть имеется матричное уравнение 
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Cледовательно, как нетрудно вычислить, при этом будем иметь 
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Тогда с учетом того, что 0t , 1t , при 1H,1t   получим 
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Далее имеем 
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а согласно  (44): 
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Тогда с учетом (37) получим 
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Далее в соответствии с (49) имеем 
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а согласно (45): 
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Тогда с учетом (31) получим 
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Дальнейшие вычисления приводят к следующему: 

                     .2],0[)();0()(ˆ  KKXКX  

Следовательно, тейлоровское решение задачи имеет вид 
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в абсолютной точности которого нетрудно убедиться подстановкой его в 

исходное матричное уравнение. 

Замечание 3. При рассмотренном модельном примере с целью демонстрации 

особенностей предложенных методов мы пользовались аналитическими 

выражениями функциональных обратных матриц )(),(),( 111 tFtDtA 
 и 

)(1 tB
 (определение которых не связано с особыми вычислительными 

трудностями) для нахождения точных матричных дискрет 

),(),(),(
111

KFKDKA 


 и ),(
1

KB 


 ,0K . Разумеется, что в общем 

случае, с той же целью, необходимо воспользоваться численными D-

процедурами, в частности, средствами, предложeнными в работах [5-10]. 

Замечание 4. Нетрудно также убедиться, что при рассмотрении аналогичных 

(2) матричных уравнений с прямоугольными матрицами-коэффициентами A(t), 

D(t), F(t), B(t) и C(t) предложенные в настоящей работе методы остаются в силе с 

точностью до однопараметрических обобщенных обратных матриц 

)(),(),( tFtDtA 
 и )(tB

, а также их матричных дискрет 

)(),(),( KFKDKA 



 и )(KB 



,  ,0K . 

Заключение. Таким образом, дифференциальные преобразования позволяют 

решение исходной непрерывной задачи свести к некоторым рекуррентным 

численным процедурам при последовательном численно-аналитическом методе и 

к некоторым поточным численным процедурам при параллельном численно-

аналитическом методе. Эти процедуры могут быть эффективно реализованы 

средствами современных информационных технологий [11]. Восстановлениe же 

непрерывного решения X(t) можно осуществлять сравнительно легко – с 

использованием некоторого обратного дифференциального преобразования (30). 
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C(t)B(t)(t)XF(t)D(t)X(t)А(t)
T 

Առաջարկված են քառակուսի մատրից-գործակիցներով Սիլվեստրի տիպի 

ընդհանրացված միապարամետրական մատրիցային հավասարումների տրանսպոնացված 

նմանակների լուծման մեթոդներ. անալիտիկ  մեթոդը; Գ.Ե. Պուխովի դիֆերենցիալ 

ձևափոխությունների վրա հիմնված հաջորդական և զուգահեռ թվա-անալիտիկ մեթոդները: 

Բոլոր մեթոդների դեպքերում էլ ստացվել են խնդրի միարժեք լուծելիության 

համապատասխան պայմանները: Անալիտիկ մեթոդը սահմանափակված է գործնական 

կիրառություններում, սակայն այն հիմք է հանդիսանում հաջորդական և զուգահեռ թվա-

անալիտիկ մեթոդների մշակման համար: Վերջիններս օժտված են այնպիսի կառուցվածք-

ներով, որոնք հնարավորություն են տալիս այդ մեթոդները բավականաչափ հեշտությամբ 

իրականացնել ժամանակակից տեղեկատվական տեխնոլոգիաների միջոցներով: 

Առաջարկված մեթոդները որոշակիորեն լրացնում են դիտարկվող բնագավառում գոյություն 
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ունեցող բացը: Բացի այդ, դրանք հեշտությամբ տրանսֆորմացվում են ուղղանկյուն մատրից-

գործակիցներով նման խնդիրների լուծման համար` համապատասխան նմանակներին: Այդ 

դեպքում սովորական ֆունկցիոնալ կամ թվային հակադարձ մատրիցների փոխարեն 

օգտագործվում են ընդհանրացված միապարամետրական ֆունկցիոնալ կամ թվային 

հակադարձ մատրիցներ, որոնք, ընդհանուր առմամբ, որոշում են դիտարկվող խնդիրների 

մոտավոր լուծումները: Առաջարկված մեթոդները, որպես մասնավոր դեպքեր, ընդգրկում են 

Սիլվեստրի, Ստեյնի, Լյապունովի և այլ տիպերի միապարամետրական մատրիցային 

հավասարումների լուծման մեթոդները: Դիտարկված քառակուսի մատրից-գործակիցներով 

մոդելային օրինակի լուծման համար օգտագործվել է հաջորդական թվա-անալիտիկ մեթոդը: 

Ստացվել է առաջարկված մեթոդների հաշվողական արդյունավետությունը   ցուցադրող 

ճշգրիտ թեյլորյան լուծումը: 

Առանցքային բառեր. Սիլվեստրի տիպի ընդհանրացված միապարամետրական 

մատրիցային հավասարումների տրանսպոնացված նմանակ, ռեդուկցիա, անալիտիկ լուծում, 

դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, հաջորդական և զուգահեռ թվա-անալիտիկ մեթոդներ, 

անընդհատ խնդրի անընդհատ լուծում, մոդելային օրինակ: 

 
 

METHODS FOR SOLVING SYLVESTER TYPE A(t) . X(t) . D(t)+F(t) . XT(t)  

B(t)=C(t) GENERALIZED ONE-PARAMETRIC TRANSPOSED ANALOGUES 

OF MATRIX EQUATIONS  
 

S.H. Simonyan 
 

Three methods for solving Sylvester type generalized one-parametric transposed analogues 

of matrix equations with squared matrix-coefficients are proposed: analytical, consecutive and 

parallel numerical-analytical methods based on G.E. Pukhov’s differential transformations. For 

all the proposed methods, the corresponding conditions of one-valued solvability have been 

obtained. Though the analytical method is limited to practical applications, it serves as a basis 

for development of consecutive and parallel numeric-analytical methods. The latter have such a 

composition which enables to implement those methods quite easily by using modern IT means. 

The proposed methods definitely fill the existing gap in the researched field. Besides, they are 

easily transformed to the corresponding analogues for solving such problems with rectangular 

matrix-coefficients. In that case, instead of ordinary functional or numerical inverse matrices, 

generalized functional or numerical inverse matrices are used which in general define the 

approximate solutions of the problems under consideration. The proposed methods, as special 

cases, embrace Sylvester, Stein, Lyapunov and other types of solution methods for generalized 

one-parametric matrix equations. A method with squared matrix-coefficients modeling sample 

is discussed for the solution of which, the consecutive numerical-analytical method has been 

used. In that case, Tailor’s precise solution has been obtained, thus displaying the computational 

productivity of the proposed methods. 

Keywords: Sylvester type generalized one-parametric transposed analogue of a matrix 

equation, reduction, analytical solution, differential transformations, consecutive and parallel 

numeric procedures, continuous solution of the continuous problem, modeling sample.  


