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Проведено исследование стохастических пространственных процессов механики 

разрушения при проникании тел в среды. Рассмотрены различные феноменологические 

модели с применением методов нелинейной волновой динамики в сочетании с 

современными методами изучения стохастических процессов в задачах фазовых 

переходов от движения пор на микро-мезоуровне к магистральным разломам. Для 

известной модели Гарсона–Твергарда–Нидельмана, описывающей динамику микропор, 

в уравнение для скорости изменения пористости вместо гауссова распределения для 

плотности вероятности вводится его нелинейное обобщение, которое нетрудно 

рассчитать для разных значений коэффициента нелинейности. Рассматривается задача 

проникания тонких заостренных тел в полупространство с учетом наличия пористости 

на основе двухкомпонентной нелинейной среды Био. 

Ключевые слова: нелинейная волновая динамика, стохастические 

пространственные процессы, фазовые переходы, микро-, мезо-, макропроцессы 

разрушения, проникание. 

 

Введение. На основе современных исследований процессов механики 

разрушения, где показывается универсальность характера этих процессов в 

отношении различных материалов и нагрузок, проводится аналогия между: 

1) процессом неустойчивости Ганна в полупроводниках, описанным одним 

нелинейным диффузионным уравнением для электрического поля с учетом 

релаксационных членов, дополненным дельта-флуктуациями, при наличии 

экспериментальной зависимости скорости  электронов от напряженности 

электрического поля, решенной Хакеном и Накамурой методом разложения на 

плоские волны и определением эффективных формул для конечного 

стационарного устойчивого состояния после фазового перехода;  2) процессом 

движения транспорта на насыщенных линиях, изученным Лайтхиллом и 

Уиземом с применением простого метода кинематических волн, где 

газодинамическое уравнение сохранения плотности машин дополняется 
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качественно так же, как в работах крупных физиков по изучению задачи 

движения  транспорта, вплоть до фазового перехода и образования заторов, с 

добавлением к этому нелинейному волновому уравнению диффузии, релаксации 

и флуктуации  в полном соответствии с уравнением для полупроводников. Все 

указанные решения дополнены изучением исходных нестационарных 

пространственных уравнений, где стационарное решение есть уже функция 

координаты. 

1. Исследование различных вариантов разрушения среды в задаче 

проникания тонких тел в первоначально упругую среду. Вопросы проникания 

твердых инденторов в различные деформируемые среды представляют большой 

теоретический и практический интерес. С ними связаны задачи защиты 

элементов летательных аппаратов и наземных конструкций от соударения с 

высокоскоростными ударниками (проникающими телами) с выяснением 

вероятности их пробития (внедрение, проникание), разрушения и нарушения 

нормального функционирования [1]; многие практические задачи защиты брони 

[2], в том числе для ракет с твердым наполнителем и самолетов; важные задачи 

биологии и медицины. 

Исследуем процесс проникания тонких заостренных тел в первоначально 

упругое полупространство с учетом наличия фронта разрушения среды около 

тела [2]. С этой целью учитывается разрушение среды при наличии пористости, 

а именно - твердого нелинейно-пластического каркаса и большого количества 

микропор с жидкостью в них. 

В [3] рассмотрена задача разрушения на основе двухкомпонентной 

нелинейной среды Био. Здесь, следуя методу плоских сечений [2, 4, 5] вблизи тела 

и для пористой среды, мы оставляем в уравнениях только производные по 

радиальной координате r , отбрасывая малые производные по осевой координате 

x  и времени t . Тогда, как и в [6, 7], можно ввести средние плотности для каркаса 

 1 1 f   и жидкости в порах 2 f , где f  - пористость, затем записать для них 

отдельные  уравнения неразрывности и получить уравнение 

 
  1 v v 0rr f f

r


  


, (1.1) 

где v , vr  – радиальные компоненты частицы для каркаса и жидкости: 

 

v v v
v v , v= vr r r

r r

du u u d

dt t r dt t r

   
    

   
, (1.2) 

, vru  – радиальные перемещения каркаса и жидкости. 
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Решение (1.1), удовлетворяющее граничному условию на теле  , ,kr r x t  

 , 1 v vk
r

r
V V f f

t


   


, как и для однокомпонентной пластической среды 

[8], имеет вид 

 

k kr r
V

r t





. (1.3) 

Полагая ,rdU
V

dt
  где V  и rU  – средняя скорость и перемещения частицы 

среды, из (1.3) для перемещения rU  получим    2 2, , ,r kU r x t r F r r    где  

F – произвольная функция, в частности [2],  

 
  2 2, ,r kU r x t r r r   . (1.4) 

Как и в [9], запишем уравнение для кинетики процесса зарождения и роста 

пор: 

 

grdfdf dfnucl

dt dt dt
  , (1.5) 

где 
grf  характеризует дальнейший рост пористости; 

 
 1

gr

kk

df
f

dt
  . (1.6) 

Для частного случая отсутствия жидкости в порах v=0  получим 

 

v v v

1

r r r f

r r f r

 
 

  
. (1.7) 

Поскольку для рассмотренной асимптотики вблизи тела в квазиодномерной 

задаче по 𝑟    휀�̇� = 0, 휀�̇�𝑘 =
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+
𝑉𝑟

𝑟
 , то для интенсивности скоростей 

деформаций   получим 

 

22 2 2
v2 1 1 1 2

, 2 1
3 3 3 3 3 1 1

r
r kk kk x kk

r f r f

r f r f r
       

          
                 

            

. (1.8) 
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Для простоты можно рассмотреть экстремальный случай вблизи 

макроскопического разрушения, т.е. малых 1 f  и больших изменений по r  от 

𝑓,
𝑟

1−𝑓
 
𝜕𝑓

𝜕𝑟
≫ 1, тогда  

 

2 3
v , v ,

2
r kk r kk

f f

r r r
   

 
  

 
. (1.9) 

При этом в уравнении нуклеации пор [9] можно записать 

 

 

2
1

2
,

2

N

Nsnucl N

N

df f
p p e

dt s

 

 


 
  

   ,  (1.10) 

где   согласно (1.8) можно выразить через , vrf , которое в области больших 

изменений f  по r  дает (1.9). В (1.10)   есть интенсивность пластических 

деформаций для рассматриваемой задачи, N  – ее среднее значение, Ns  – 

дисперсия;  p   в (1.10) – нормальное гауссово распределение для плотности 

вероятности     .P p d



  


   При этом (1.5), (1.6), (1.10) с учетом (1.9) 

запишем в виде 

 
       

3 3
1 , 1

2 2

df df
f p f p

dt d
   


      , (1.11) 

интегрирование которого дает 

 

   
3 3 3

2 2 2
0

0

1 1f f e e p e d


  

 
  

     , (1.12) 

0f const  – начальное значение f , когда 0  . 

Второе слагаемое  
dP

p
d





 
в правой части (1.11), соответствующее 

процессу создания пор [10], показывает, что f  есть аналог вероятности 

процесса создания пор P . Тогда, следуя методу нелинейной волновой динамики 

[11, 12], можно в экстремальном процессе нуклеации [9], как было сделано для 

информационных сетей в [12], просто заменить гауссово распределение  p  , 

представляющее линейный процесс блуждания [12], описываемый линейным 
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уравнением (3) [12] Фоккера–Планка для  плотности вероятности  ,p t , где 

x   – значение интенсивности деформации в случайном процессе вблизи 

средней кривой процесса    , Nx A t A t    с дисперсией вокруг нее 

  2 ,NB t s  на соответствующее более общее нелинейное распределение. Следуя 

[6], используется более общее нелинейное уравнение (3) [12] Фоккера–Планка 

для 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑥 = 휀,̅  и решение задачи блуждания с начальным условием 

 𝑝(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥),   которое обобщает линейное гауссово распределение для

   , v ,p x t t x ,  даваемое формулой (1) из  [12], берется в окончательном виде:  

 

 

2

2

2

1

2

10
2

2 1

N

N

N

NN

s

N

Y Y

ss

N

f e
p

s e e dY

 

  




 
  

 

  
  

 




 
  
 
 


.  (1.13)  

Необходимость пересмотра гауссова распределения плотности вероятности 

отмечалaсь также во многих современных работах по статистике, для задачи 

сейсмики эта необходимость была указана в [13].  

2. Изучение аналогичными методами задачи встречи потоков 

транспорта на перекрестке. Указанное в (1.13) исправление нормального 

гауссова распределения для плотности вероятности в процессе нуклеации пор 

можно использовать [3] также применительно к задачам движения транспорта 

[9, 13] в одномерном подходе движения машин на двух дорогах при изучении 

возможной конфликтной ситуации на их перекрестке для двух независимых 

потоков на пересекающихся линиях. Тогда, следуя методу, подробно 

описанному в [9], распределение вероятности отсутствия конфликта может быть 

описано нормальным распределением 

 
    ,1

2

1
, szP   

 

 s

smz





 ,    




 

de 
0

2

2

2

2
. (2.1) 

Поскольку конфликтная ситуация происходит в экстремальных условиях 

процесса движения, то согласно методу нелинейной волновой динамики [11, 12], 

а также используя замену линейной формулы теории для  txP ,  
[7] на формулу 

нелинейной теории для  txP ,  
из [4], можно при определении вероятности 

конфликта  szP ,1  вместо формулы линейной теории (2.1), которая в 

обозначениях формулы (1) из [3] будет  
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  ,  (2.2) 

использовать нелинейную теорию, даваемую формулой (4) из [3]: 
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exp12
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,
20
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 , (2.3) 

где  

  tAxX  ,    
t

dttatA
0

,    dttbtB

t


0

. (2.4) 

Для общности математическое ожидание    smta   и дисперсия 

   sBtB   приняты в (2.4) 
 
 tB

t
c


1

, где   – нелинейный коэффициент, 

который следует при расчетах задавать. Теперь взамен (2.1) в соответствии с 

(2.2) следует использовать нелинейную формулу (2.3), в которой нужно 

произвести указанные замены. Тогда 

 

 
   

xdee
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szP
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,  (2.5) 
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, 

где 
 
 sb

s
c


1 ;  szP ,  – вероятность отсутствия конфликта;  szp ,  – плотность 

вероятности.  



17 
 

Формулу для  szP ,  получаем из формулы (2.3) подстановкой в нее

 
x

sB

YX



. Следует отметить, что в теории волн [5] X – расстояние от волны 

 tAx   (эйконал), причем используется и определение эйконала  xАt 1 , 

которое близко к [9], что не мешает проводить указанную аналогию решений 

(2.3) из [5] и (2.5) из [9] в линейном случае при 0 , 01 c . При этом в (2.2), 

(2.3)  надо заменить 
 sB

X  на 𝜉,  

 sB

smz 
 . В [11] нами дается подробное 

изучение процессов движения транспорта на одной линии и на пересекающихся 

линиях. Там же дается обобщение метода кинематических нелинейных волн 

Лайтхилла и Уизема [10] в задаче движения транспорта на насыщенных линиях 

с учетом релаксации, диффузии и флуктуаций с применением методов 

синергетики [1, 2]. При этом явление образования затора описывается фазовым 

переходом первого рода. В [3] аналогичными методами изучена 

пространственная стохастическая задача о встрече потоков на перекрестке. 

Указанные синергетические подходы [1, 2, 11], где также используются 

универсальная экспериментальная кривая зависимости скорости частиц от 

напряженности поля для полупроводников и аналогичная ей кривая зависимости 

потока частиц от их плотности [10], позволяют решение [1, 2], дополненное 

нами с учетом нелинейности в уравнении Фоккера-Планка  и средних членов в 

разложении по гармоникам, распространить на большое число аналогичных 

кинематических подходов в разных задачах движения частиц, в том числе в 

задаче о распространении вирусов для большой совокупности компьютеров, в 

информатике, в механике разрушения [14].  

Выводы. Для модели Гарсона–Твергарда–Нидельмана в уравнении скорости 

изменения пористости вместо гауссова распределения плотности вероятности 

можно применить его нелинейное обобщение. 
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INVESTIGATING THE STOCHASTIC SPATIAL PROCESSES OF DESTRUCTION 

MECHANICS AT PENETRATION OF BODIES INTO MEDIA 

 

A.G. Arakelyan, A.A. Vantsyan  

 

Stochastic spatial processes of destruction mechanics at penetration of bodies into media 

are investigated. Various phenomenological models by applying the methods of nonlinear 

wave dynamics combined with modern methods of studying the stochastic processes in 

problems of phase transitions from the pore motion at the micro–mezzo level to macro 

fractures are considered. For the known model of Garson–Tvergard–Nidelman describing the 

dynamics of micropores, in the equation for the velocity of the porosity change instead of the 

Gauss distribution for the probability density, its nonlinear generalization is introduced, which 

is easy to calculate for different values of the nonlinearity coefficient. The problem of 

penetration of thin sharpened bodies into the half-space, taking into account the presence of 

porosity, on the basis of the two component nonlinear media of Bio is considered. 

Keywords: nonlinear wave dynamics, stochastic spatial processes, phase transitions, 

traffic flows, micro–mezzo–macro processes of destruction, penetration. 
  


