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УДК  539.3                                                                                      СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА 

Н.В.Пирумян 

  

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 С ШЕСТНАДЦАТЬЮ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 ИЗГИБА ПЛАСТИН 

 

Рассматривается  метод конечных элементов прямоугольной формы с шестнадцатью 

степенями свободы для решения задач поперечного изгиба пластин,  в котором выполняются 

геометрические и статические граничные условия для всех точек контура срединной плоскости 

пластины, условия непрерывности  изгибающих и крутящих моментов, перерезывающих сил по всей 

линии контакта между смежными элементами. 

Ключевые слова: конечные элементы, квадратичное программирование, перемещения, пластина, 

изгиб 

 

Введение 

Метод конечных элементо  я ляется широко р спростр ненным и одним из н и олее 

  эффекти ных методо  решения сложных з д ч строительной мех ники, леж щий   осно е  сех 

со ременных прогр ммных комплексо , предн зн ченных для  ыполнения р счето  строительных 

конструкций н  компьютере. Одн ко, при решении з д ч  озник ют некоторые трудности, с яз нные 

к к с удо лет орением усло ий непреры ности перемещений и н пряжений между конечными 

элемент ми, т к и с учетом  ыполнения геометрических и ст тических гр ничных усло ий  для  сех 

точек, соот етст ующих линиям контур  пл стины и т.д. 

Р ссм три  ется модифик ция метод  конечных элементо  прямоугольной формы с 

шестн дц тью степенями с о оды, при котором решения з д ч изги   пл стин с одятся к з д ч м 

к  др тичного прогр ммиро  ния. Д нный подход д ет  озможность  ключить   огр ничения 

к  др тичного прогр ммиро  ния  се нео ходимые усло ия, т кие к к: усло ия  ыполнения 

геометрических и ст тических гр ничных усло ий для  сех точек контур  срединной плоскости 

пл стины, усло ия непреры ности  изги  ющих и крутящих моменто , перерезы  ющих сил по  сей 

линии конт кт  между смежными элемент ми [1-3]. 

Р ссмотрены следующие тесто ые з д чи о  определении н пряженно-деформиро  нного 

состояния пл стины, з груженной р  номерно р спределенной н грузкой: пл стины, жестко 

з дел нной по  сем сторон м; с о одно опертой по  сем сторон м;  с о одно опертой по д ум 

проти оположным кр ям и с о одной по д ум другим.  

 

Метод  конечных элементов 

 

Срединную плоскость пл стины предст  им    иде со окупности n  конечных элементо  

прямоугольных  форм. В к ждой узло ой точке s –го конечного элемент  пл стины   едем по четыре 

о о щенных перемещения: 
sw – перемещение   н пр  лении оси z , д   угл  по орот  ywss  , 

xwss   соот етст енно  округ осей  x , y  и угол сд иг  yxwss  2 . Узло ые зн чения 

о о щенных перемещений }4,3,2,1{,),,,(  iwf Ts
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плоскости xy  з д дим  ектором 
Tssss wwww ),...,,( 1621 . Схемaтическое изо р жение s –го конечного 

элемент    плоскости xy  при еденo н  рис.1.   

 
              Рис. 1. Схематическое изображение прямоугольного конечного элемента пластины 

 

Перемещения точек срединной по ерхности s -го конечного элемент   ппроксимируем 

 ику ическим полиномом, содерж щим 16 неиз естных п р метро : 
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который з меним следующим удо ным для пр ктического использо  ния  ыр жением:                  
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Исходя из с язей (1),  ыр жение для к ждой j – й функции Эрмит  ),( yxj  ищем    иде 
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Подст  ляя его   усло ия (4) и реш я полученную систему ур  нений, н ходим 
s

ji ,  , 

следо  тельно, и ),( yxs

j . При byax /,/   , для прямоугольного конечного элемент  

н ходим 

332332223322

1 466922331),(  s
, 
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,  

)2346232(),( 332332223232

3   as
, 

)22422(),( 332332223322

4   abs
, 
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,                                                                                               (5) 
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. 
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Для потенци льной энергии деформ ции при изги е пл стин имеем [2] 
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где F  - площ дь  срединной по ерхности,
)1(12 2

3




Eh
D  – жесткость пл стинки при изги е,           

h –толщин  пл стинки, E –модуль упругости,  –коэффициент Пу ссон . 

Исходя из  ыр жения (7), н ходим при еденное н  рис.1 зн чение потенци льной энергии 

изги  s -го прямоугольного элемент : 
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Подст  ляя зн чения ),( yxws
 из  ыр жения (2)   (8), потенци льную энергию изги   s -го 

конечного элемент  пл стины предст  им    иде  
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прямоугольного конечного элемент  определяются формулой 
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О озн чим через 
Tsss

s PPPP ),...,,( 1621   ектор узло ых н грузок, эк и  лентный  нешней 

н грузке. Дейст ие р спределенной  нешней н грузки интенси ностью ),( yxq  н  по ерхность 

конечного элемент  можно з менить со окупностью эк и  лентных узло ых сил [4]: 

                          .),(),( 
F

ss dxdyyxyxqP                                                                                    (11)                                                                   

Откуд ,   случ е р  номерно р спределенной н грузки q , предположи , что   предел х площ ди 

конечного элемент  constqyxq ),( , с учетом с язей (5) для прямоугольного конечного элемент  

н ходим 
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В случ е, если  нешняя сил  P приложен    центре прямоугольного элемент , имеем 
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Р  от  узло ых н грузок s – го конечного элемент  пл стины з д ется формулой 

                               .)(ˆ sTss Pw                                                                                                     (14)  

Приним я  о  ним ние формулы (9) и (14), н ходим потенци льную энергию системы для s –го 
конечного элемент  [5]: 

                             .)()(5,0ˆ sTss

s

Tsss Pwwkw                                                             (15) 

Исходя из принцип  минимум  потенци льной энергии системы, для определения искомых 

 екторо  },...,2,1{, nsws   получим следующую з д чу к  др тичного прогр ммиро  ния:     
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.............................................................................................................. ,   (18) 

,14

4)34(

)4)(14(

3





  nn

n

nnn rwKw  

  которых  
T

nrrrr ),...,,( 1421  ,  }4,...,2,1{,)0( nMiKK iiii   }4,...,3,2{,1

)0(

1 njKK jj  , 

},4,...,1{},4,...,{},14,...,2,1{,)1()1(

)1(

)1()( nrjnrinMrKKKK r

ij

r

ji

r

ij

r

ij  




  







1

1

2)()0( },1)(
i

s

s

siiiii MiKK ,    





14

1

2)4(

)4(

)0(

4)4(4)4( )(
n

i

n

ninnnn KK ,  

целе ую функцию з д чи (17) предст  им    иде 

.)(5,0 PwIrr
ab

D
ww TTT   

Здесь  ij
ab

D
 ди гон льн я м триц  порядк  n4 , I – единичн я м триц  порядк  14 n , 

T

1n421 )r,...,r,r(r  . 

Пусть PC   –  ектор–стол eц порядк  n4 , ),...,,( 421 nAAAA   – м триц  коэффициенто  

о озн чений (18),  где }4,...,2,1{,),...,,( ,1421 njaaaA T

jnjjJ   . 

Тогд , приним я  о  ним ние, что r  я ляется  ектором дополнительных переменных,  з мен 

з д чи  (17)  получим: 

               |5,0min{ wCww TT  0Aw , кр е ые усло ия}.                                                        (19) 

Для изги  ющих моменто , крутящих моменто  и перерезы  ющих сил имеем [5]: 

                 )(
2

2

2

2

y

w

x

w
DM x









  ,  )(

2

2

2

2

x

w

y

w
DM y









  ,  

yx

w
DM xy






2

)1(  .                   (20) 

     


















2

3

3

3

)2(
yx

w

x

w
DNx  , 



















2

3

3

3

)2(
xy

w

y

w
DN y  .                                      (21) 
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Узло ые зн чения изги  ющих, крутящих моменто  и перерезы  ющих сил 

}4,3,2,1{,),,,,( ,,,,,  iRRMMMR Ts

iy

s

ix

s

ixy

s

iy

s

ix

s

i  для s –го прямоугольного конечного элемент  

о озн чим  ектором  
Tssss MMMM ),...,,( 2021 . Приним я  о  ним ние соотношения (2), (5), из 

формул изги  ющих, крутящих моменто  и перерезы  ющих сил (20) и (21), н ходим: 

                                                
sss wM  ,                                                                                         (22) 

где 
s - м триц  изги  ющих, крутящих моменто  и перерезы  ющих сил. Он  з д ется формулой 

                   ,   

где  при   2 , 
s

1
  и 

s

2
    з д ются соотношениями (23) и (24). 

 

l 
l 
l 

ss D 1       s
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, (23) 
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




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
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
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





. (24) 

 

 

Граничные условия 

 

Р ссмотрим  три случ я гр ничных усло ий для прямоугольного конечного элемент  пл стины. 

1. Край пластинки защемлен.В т ком случ е по этому кр ю р  ны нулю проги ы и 

соот етст ущие уголы поворота вокруг контурной линии края. Если положить, что лю  я из 

сторон 0x , ax   или 0y , by   s –го прямоугольного конечного элемент  пл стины может 

 ыть з щемленным кр ем, то для этих сторон соот етст енно получим:  

                                   by

sw ,0|0  ,     ax

sw ,0|0  ,                                                                           (25) 

                                   by

s

,0|0  ,       ax

s

,0|0  .                                                                          (26) 

Для узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины усло ия (25) и (26) примут  ид:  
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0)0,0( sw , 0),0( bws
, н  линии 0x ; 0)0,( aws

, 0),( baws
, н  линии ax  ;                    (27) 

0)0,0( sw , 0)0,( aws
, н  линии 0y ; 0),0( bws

, 0),( baws
, н  линии by  ;             (28) 

0)0,0( s , 0),0(  bs
, н  линии  0x ; 0)0,( as , 0),(  bas

, н  линии ax  ;            (29) 

0)0,0( s , 0)0,( as , н  линии  0y  ; 0),0( bs , 0),( bas , н  линии by  .                  (30) 

Приним я  о  ним ние о озн чение 
Tssss wwww ),...,,( 1621  для  ектор  узло ых перемещений, из 

соотношений (27) – (30) н ходим:    

                            01 
sw , 05 

sw , н  линии  0x ;  013 
sw , 09 

sw , н  линии  ax  ;                (31) 

                           01 
sw , 013 

sw , н  линии 0y ;  05 
sw ,  09 

sw , н  линии  by  .                (32) 

                            03 
sw , 07 

sw , н  линии  0x ;  015 
sw , 011 

sw , н  линии  ax  ;               (33) 

                            02 
sw , 014 

sw , н  линии 0y ;  06 
sw , 010 

sw , н  линии  by  .                  (34) 

Исходя из того, что перемещения 
sw  и углы по орот  

s , 
s  н  сторон х s –го прямоугольного 

конечного элемент  пл стины изменяются ку ической п р  олой, для  ыполнения усло ий (25)  о 

 сех точк х, соот етст ующих линиям контур  срединной плоскости пл стины,  предположим        

      0)0,0( s , 0),0( bs , н  линии 0x ; 0)0,( as , 0),( bas , н  линии  ax  ;    (35) 

      0)0,0( s , 0)0,( as , н  линии 0y ; 0),0( bs , 0),( bas , н  линии by  .   (36) 

Исходя из соотношений (35) и (36), н ходим:    

                                    02 
sw ,   06 

sw , н  линии  0x ,  010 
sw , 014 

sw , н  линии  ax  ,           (37) 

                                    03 
sw , 015 

sw , н  линии  0y ,  07 
sw , 011 

sw , н  линии by  ,              (38) 

Для  ыполнения усло ий (26) для  сех точек, соот етст ующих линиям контур  срединной 

плоскости пл стины, предположим 

       0)0,0( s , 0),0( bs , н  линии 0x ; 0)0,( as , 0),( bas , н  линии ax  ;    (39) 

   0)0,0( s , 0)0,( as , н  линии 0y ; 0),0( bs , 0),( bas , н  линии by  .     (40) 

Исходя из соотношений (39) и (40), н ходим    

                                                04 
sw ,   08 

sw ,    012 
sw , 016 

sw .                                                        (41) 

2. Край пластинки свободно оперт. В т ком случ е по этому кр ю р  ны нулю проги ы и 

изги  ющие моменты. Здесь  месте с усло иями (25), должны иметь место и следующие гр ничные 

усло ия: 

                         ax

ss

y

w

x

w
,02

2

2

2

|0 








 ,   by

ss

x

w

y

w
,02

2

2

2

|0 








 .                                              (42) 

Для узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины усло ия (42) примут  ид:  

                        0)0,0( s

xM , 0),0( bM s

x , 0),( baM s

x , 0)0,( aM s

x ,                                     (43) 

                       0)0,0( s

yM , 0),0( bM s

y , 0),( baM s

y , 0)0,( aM s

y .                                      (44) 

Приним я  о  ним ние формулы (2), (5) и (20), из соотношений (43) и (44) н ходим  

                            0)2646()2646( 6521

2

151331

2  ssssssss bwwbwwbawwawwa  ,                      (45) 

                            0)4626()2646( 6521

2

11975

2  ssssssss bwwbwwbawwawwa  ,                       (46) 
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                            0)2646()4626( 1413109

2

11975

2  ssssssss bwwbwwbawwawwa  ,                     (47) 

                            0)4626()4626( 1413109

2

151331

2  ssssssss bwwbwwbawwawwa  ,                    (48) 

                            0)2646()2646( 151331

2

6521

2  ssssssss awwawwabwwbwwb  ,                      (49)         

                            0)2646()4626( 11975

2

6521

2  ssssssss awwawwabwwbwwb  ,                       (50)   

                            0)4626()2646( 11975

2

1413109

2  ssssssss awwawwabwwbwwb  ,                     (51) 

                            0)4626()4626( 151331

2

1413109

2  ssssssss awwawwabwwbwwb  .                   (52) 

Для  ыполнения усло ий (42) для  сех точек, соот етст ующих линиям контур   пл стины, 

предположим 

                              0)4/,0( bM s

x ,   0)4/3,0( bM s

x ,   0)4/,( baM s

x ,   0)4/3,( baM s

x ,           (53)                    

                              0)0,4/( aM s

y ,   0)0,4/3( aM s

y ,  0),4/( baM s

y ,   0),4/3( baM s

y .           (54) 

Приним я  о  ним ние формулы (2), (5)  и (20), из соотношений (53) и (54) н ходим: 

                   ssssssss abwawbwwabwawbwwb 87654321

2 6209301810827162(  

                   )95427162310930 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww     

                     0)16968096( 6521

2  ssss bwwbwwa ,                                                                 (55) 

                    ssssssss abwawbwwabwawbwwb 87654321

2 1810827162620930(  

                    )31093095427162 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww     

                     0)80961696( 6521

2  ssss bwwbwwa ,                                                                 (56) 

                    ssssssss abwawbwwabwawbwwb 87654321

2 31093095427162(  

                    )1810827162620930 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww   

                      0)80961696( 1413109

2  ssss bwwbwwa ,                                                              (57) 

                    ssssssss abwawbwwabwawbwwb 87654321

2 95427162310930(  

                    )6209301810827162 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww  

                     0)16968096( 1413109

2  ssss bwwbwwa ,                                                               (58) 

                    ssssssss abwawbwwabwawbwwa 87654321

2 927541621827108162(  

                   )692030391030 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww     

                     0)16968096( 133131

2  ssss bwwbwwb ,                                                                (59) 

                    ssssssss abwawbwwabwawbwwa 87654321

2 391030692030(  

                    )182710816292754162 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww   

                     0)80961696( 151331

2  ssss bwwbwwb ,                                                                (60) 

                   ssssssss abwawbwwabwawbwwa 87654321

2 182710816292754162(  

                   )391030692030 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww     

                     0)16968096( 11975

2  ssss bwwbwwb ,                                                                 (61) 

                   ssssssss abwawbwwabwawbwwa 87654321

2 692030391030(  
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                    )927541621827108162 161514131211109

ssssssss abwawbwwabwawbww  

                      0)80961696( 11975

2  ssss bwwbwwb .                                                                (62) 

 

3.  Свободный край. В т ком случ е по этому кр ю р  ны нулю изги  ющие моменты и 

при еденные  перерезы  ющие силы.  Здесь  месте с усло иями (42)  должны иметь место и 

следующие гр ничные усло ия: 

          ax

ss
s

x
y

w

x

w
R ,03

3

3

3

|0)2( 








  , by

ss
s

y
x

w

y

w
R ,03

3

3

3

|0)2( 








  .                            (63) 

Для узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины гр ничные усло ия (63) перепишутся 

   иде 

           0)0,0( s

xR , 0),0( bRs

x , 0),( baRs

x , 0)0,( aRs

x ,                                                        (64) 

           0)0,0( s

yR , 0),0( bRs

y , 0),( baRs

y , 0)0,( aRs

y .                                                        (65) 

Приним я  о  ним ние формулы (2), (5) и (63), из соотношений (64) и (65) соот етст енно 

н ходим 

           0)2646()2()612612( 8743

3

151331

2  ssssssss bwwbwwaawwawwb  ,                              (66) 

           0)4626()2()612612( 87123

3

11975

2  ssssssss bwwbwwaawwawwb  ,                              (67) 

           0)2646()2()612612( 16151211

3

11975

2  ssssssss bwwbwwaawwawwb  ,                           (68)  

           0)4626()2()612612( 16151211

3

151331

2  ssssssss bwwbwwaawwawwb  ,                           (69)  

          0)2646()2()612612( 161442

3

6521

2  ssssssss awwawwbbwwbwwa  ,                               (70) 

          0)2646()2()612612( 121086

3

6521

2  ssssssss awwawwbbwwbwwa  ,                               (71) 

          0)4626()2()612612( 121086

3

1413109

2  ssssssss awwawwbbwwbwwa  ,                            (72) 

          0)4626()2()612612( 161442

3

1413109

2  ssssssss awwawwbbwwbwwa  .                            (73)   

Для  ыполнения гр ничных усло ий (63) для  сех точек, соот етст ующих линиям контур  

срединной плоскости пл стины, предположим     

            0)4/,0( bRs

x , 0)4/3,0( bRs

x , 0)4/,( baRs

x , 0)4/3,( baRs

x ,         

            0)0,4/( aRs

y , 0)0,4/3( aRs

y , 0),4/( baRs

y , 0),4/3( baRs

y ,  

Откуд , приним я  о  ним ние формулы (2), (5)  и (63), н ходим: 

             ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 93018602716254324  

             ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 27162543249301860  

             0)656(/)2(16 8743

23  ssss bwwbwwba ,                                                               (74) 

 

            ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 27162543249301860  

            ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 93018602716254324   

              0)566(/)2(16 8743

23  ssss bwwbwwba ,                                                               (75) 

 

              ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 93018602716254324  

             ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 27162543249301860   
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              0)566(/)2(16 16151211

23  ssss bwwbwwba ,                                                           (76) 

 

             ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 27162543249301860  

            ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 93018602716254324   

            0)656(/)2(16 16151211

23  ssss bwwbwwba ,                                                    (77) 

 

            ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 27541623242754162324  

             ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 91830609183060     

             0)656(/)2(16 161442

23  ssss awwawwab ,                                                             (78) 

 

            ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 91830609183060  

            ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 27541623242754162324  

              0)566(/)2(16 161442

23  ssss awwawwab ,                                                            (79) 

 

             ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 27541623242754162324  

             ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 91830609183060   

              0)656(/)2(16 121086

23  ssss awwawwab ,                                                            (80) 

 

              ssssssss abwawbwwabwawbww 87654321 91830609183060  

              ssssssss abwawbwwabwawbww 161514131211109 27541623242754162324   

               0)566(/)2(16 121086

23  ssss awwawwab .                                                           (81) 

 

 
Условия непрерывности обобщенных переменных 

 

З метим, что  проги ы 
sw  и углы по орот  

s , 
s   доль сторон опорного контур  

прямоугольного конечного элемент  изменяются по з кону ку ической п р  олы,   угол сд иг  
s  - 

по з кону к  др тичной п р  олы. Т к к к узло ые зн чения о о щенных перемещений 

Tsssss wf ),,,(    ы р ны   к чест е осно ных неиз естных, то они я ляются о щими для 

элементо , примык ющих к д нному узлу. С другой стороны,   н пр  лении линии стык  
s  и 

s  

я ляются пер ыми произ одными проги   
sw ,   

s  – для угло  по орот  
s  и 

s , поэтому  доль 

гр ницы р здело  лю ые соседние кромки д ух смежных прямоугольных элементо  получ т 

один ко ые проги ы и  углы по орот .  

Для о еспечения непреры ности угло  сд иг  н  гр ниц х р здело  прямоугольных элементо  

  едем дополнительные точки, н  которых  удет з д но усло ие непреры ности угло  сд иг . 

Возьмем эти точки   центре сторон конечных элементо . Тогд  усло ия непреры ности угло  сд иг  

  смежном сечении  доль гр ницы р здело  s –го и )1( s –го,   т кже s –го и )2( s –го конечных 

элементо  (рис. 2) з д дутся соотношениями  

                             )0,
2

(),
2

( 1 a
b

a s

xy

s

xy

  ,    )
2

,0()
2

,( 2 bb
a s

xy

s

xy

  .                      



137 

 

Откуд , используя формулу yxwss  2  для смежных сечений ii ,1  и ij, , п р ллельных 

осям  x  и  y  (рис. 2), получим, что они тождест енно удо лет оряются. Следо  тельно, исходя из 

формул (20), можно з ключить, что здесь тождест енно удо лет оряются т кже и усло ия 

непреры ности крутящих моменто   доль гр ницы р здело   д ух смежных элементо .    

 
Рис. 2.  i -й узел. Совокупность прямоугольных конечных элементов 

 

Условия непрерывности изгибающих моментов и перерезывающих сил вдоль сторон 

контура 

 

Функция 
sw , з д   ем я формулой (2), о еспечи  ет непреры ность о о щенных перемещений 

Tssss

s wf ),,,(   и крутящих моменто , но не о еспечи  ет  непреры ности изги  ющих 

моменто   xM , yM  и перерезы  ющих сил xR , yR . Усло ия непреры ности изги  ющих моменто  

xM , yM  и перерезы  ющих сил yR , xR   доль гр ницы р здело  смежных сечений ii ,1  и ij, , 

п р ллельных осям x  и y (рис. 2), з д дим соотношениями  

                                    )0,(),(   yy MbM  ,   ),0(),(  xx MaM  ,                                             (82) 

                                    )0,(),(  yy RbR  ,      ),0(),(  xx RaR  .                                                (83)          

С учетом формул (20), (21) и (2), (5) из этих усло ий соот етст енно получим: 

                                  0343 21221  kkijj bwwbwbww ,                                                               (84) 

                                  0343 1

3

1

13

1

3

1

1   iiiii awwawaww ,                                                        (85) 

                                  0343 43443  kkijj bwwbwbww ,                                                            (86) 

                                  0343 1

4

1

24

1

4

1

2   iiiii awwawaww ,                                                        (87) 

                                  0242 21121  kkijj bwwwbww ,                                                                  (88) 

                                  0242 1

3

1

11

1

3

1

1   iiiii awwwaww .                                                          (89) 

                                  0242 43343  kkijj bwwwbww ,                                                                 (90) 

                                  0242 1

4

1

22

1

4

1

2   iiiii awwwaww .                                                          (91) 

Соотношения (86)–(87) я ляются усло иями непреры ности перерезы  ющих сил   i –ом узле 

(рис. 2), которые соот етст енно з д ются р  енст  ми  

                                  
1 s

x

s

x RR ,   
2 s

y

s

y RR .                                                                                     (92) 

1j                          1i                         1k                   

                                                                   y   

            S                             1S   

j                                  i                                      k                                                 

      2S                  3S    

1j                             1i                         1k               

   x        
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При  ыполнении усло ий (83) или (88)–(91) усло ия (92) или, что то же, (86)– (87), тождест енно 

 ыполняются. 

Исключ я из ур  нений (84)-(91) переменные 
iw1 , 

iw2 , 
iw3  и 

iw4 , получим  

            03333 1

4

1

2

1

4

1

24343   iiiikkjj abwbwabwbwabwawabwaw ,                           (93) 

             02222 1

3

1

1

1

3

1

12121   iiiikkjj awwawwbwwbww ,                                              (94)      

             03322 1

3

1

1

1

3

1

14343   iiiikkjj awwawwabwawabwaw ,                                     (95)  

             02233 1

4

1

2

1

4

1

22121   iiiikkjj abwbwabwbwbwwbww .                                      (96) 

Р  енст о (93) получено из с язей (86)–(87) и при  ыполнении усло ия (94)–(96) оно 

тождест енно  ыполняется. 

Перепишем  се усло ия (94)–(96)    иде системы ур  нений: 

                                          0Hq ,                                                                              (97) 

где  H - м триц  порядк   nn 4 ,  n -количест о нео ходимых усло ий (94) – (96). 

С учетом усло ий непреры ности изги  ющих моменто  и перерезы  ющих сил (97),  з мен 

з д чи (19) получим 

                         |5.0min{ wCww TT  0Aw , 0Hq ,кр е ые усло ия}.                                 (98) 

 

Тестовые задачи 

 

Пример 1. Р ссмотрим к  др тную пл стину, жестко з щемленную по  сем сторон м, котор я 

з гружен  р  номерно р спределенной н грузкой интенси ностью q . Для решения з д чи 

использo  н  сетк  44  (рис. 3). Результ ты р счет  при едены   т  л.1. 

 

 
Рис. 3. Схема сетки. Сетка  44  
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Таблица 1 

Прогибы и моменты  в жестко заделанной  квадратной пластине в зависимости от учтенных 

условий 

                                                                                                             

 

Тип усло ий 

Перемещение    

узле 13 

(м ксим льный 

проги ) 

Изги  ющий 

момент yx MM   

  узле 13 

С кинем тическими гр ничными усло иями для 

узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины 

 

0,340454 

 

0,421026 

С кинем тическими гр ничными усло иями для   сех 

точек контур  срединной плоскости пл стины 

 

0,324954 

 

0,401996 

С кинем тическими гр ничными усло иями для  сех 

точек контур  срединной плоскости пл стины и с 

учетом непреры ности изги  ющих и крутящих 

моменто  

0,324116 0,382379 

С кинем тическими гр ничными усло иями для  сех 

точек контур  срединной плоскости пл стины и с 

учетом непреры ности изги  ющих моменто  и 

перерезы  ющих сил 

0,324528 0,390008 

Точное решение (решение Н  ье) 0,322560 0,369600 

Множитель Dbqa 22
 

2qa  

 

Пример 2. Р ссмотрим к  др тную пл стину,  се кр я которой с о одно оперты и он  з гружен  

р  номерно р спределенной н грузкой интенси ностью q . Для решения з д чи используем сетку 

44  (рис. 3). Результ ты р счет  при едены   т  л. 2. 

                                                                                                                        Таблица  2 

Прогибы и моменты свободно опертой квадратной пластинки при изгибе в зависимости от 

учтенных условий 
 

 

Тип усло ий 

Перемещение    

узле 13 

(м ксим льный 

проги ) 

Изги  ющий 

момент  

yx MM   

  узле 13 

С кинем тическими гр ничными усло иями для узло ых 

точек контур  срединной плоскости пл стины 

 

0,996108 

 

0,770226 

С кинем тическими гр ничными усло иями для   сех 

точек контур  срединной плоскости пл стины 

 

0,994067 

 

0,770338 

С кинем тическими гр ничными усло иями для   сех 

точек и ст тическими гр ничными усло иями для 

узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины 

 

 

0,994152 

 

 

0,770991 

С кинем тическими гр ничными усло иями для  сех 

точек и ст тическими гр ничными усло иями для 

узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины и 

с учетом непреры ности изги  ющих и крутящих 

моменто  

 

 

0,993927 

 

 

0,760229 

С кинем тическими гр ничными усло иями для для  сех 

точек и ст тическими гр ничными усло иями для 

узло ых точек контур  срединной плоскости пл стины и 

с учетом непреры ности изги  ющих моменто  и 

перерезы  ющих сил 

 

 

0,994593 

 

 

0,769203 

Точное решение (решение Н  ье) 1,039360 0,71540 

Множитель Dbqa 22
 

2qa  
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Пример 3. Р ссмотрим к  др тную пл стину, с о одно опертую по д ум проти оположным 

кр ям 1-5, 21-25 (рис.3) и с о одную по д ум другим.  Пл стин  з гружен  р  номерно 

р спределенной н грузкой интенси ностью. Результ ты р счет  при едены   т  л. 3. 

Таблица 3 

Прогибы и моменты  свободно опертой по двум противоположным краям и свободной по двум 

другим квадратной пластинки при изгибе 

                                                                                                                              

 

Тип усло ий 

Перемещение  

   узле 13 

Изги  ющие моменты 

xM и yM    узле 13 

С кинем тическими гр ничными усло иями для 

узло ых точек контур  срединной плоскости 

пл стины 

 

3,18777 

 

1,96992  и  0,460118 

С кинем тическими гр ничными усло иями для 

 сех точек контур  срединной плоскости 

пл стины 

 

3,18443 

 

1,96922  и 0,461496 

С кинем тическими гр ничными усло иями для 

 сех точек и ст тическими гр ничными 

усло иями для узло ых точек контур  срединной 

плоскости пл стины 

 

 

3,1873 

 

 

1,97231  и  0,462562 

С кинем тическими гр ничными усло иями для 

 сех точек и ст тическими гр ничными 

усло иями для узло ых точек контур  срединной 

плоскости пл стины и с учетом непреры ности 

изги  ющих и крутящих моменто  

 

 

3,18783 

 

 

1,95386 и  0,401782 

С кинем тическими гр ничными усло иями для 

 сех точек и ст тическими гр ничными 

усло иями для узло ых точек контур  срединной 

плоскости пл стины и с учетом непреры ности 

изги  ющих моменто  и перерезы  ющих сил 

 

 

3,18872 

 

 

1,96408 и 0,469036 

Точное решение (решение Н  ье) 3,341404 1,960000 и 0,433600 

Множитель Dbqa 22
 

2qa  

 
Заключение 

 

Исходя из полученных результ то  при решении трех  ышепри еденных тесто ых з д ч, можно 

з ключить, что учет непреры ности изги  ющих моменто , перерезы  ющих сил и гр ничных 

усло ий для  сех точек контур  срединной плоскости пл стины сущест енно у еличи  ет  точность 

решения з д чи. 

                                                                                                                                     Ն.Վ.Փիրումյան 
 

ՏԱՍՆՎԵՑ ԱԶԱՏՈՒԹՅԱՆ ԱՍՏԻՃԱՆՆԵՐՈՎ  ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆԱՁԵՎ  ՎԵՐՋԱՎՈՐ  

ՏԱՐՐԵՐՈՎ  ՁԵՎԱՓՈԽՎԱԾ ԵՂԱՆԱԿ՝  ՍԱԼԵՐԻ  ԾՌՄԱՆ  ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ  ԼՈՒԾՄԱՆ ՀԱՄԱՐ 
 

Դիտարկվում է տասնվեց ազատության աստիճաններով ուղղանկյունաձև վերջավոր 

տարրերով ձևափոխված եղանակը` սալերի ծռման խնդիրների լուծման համար, որում հաշվի 

են առնվում երկրաչափական և ստատիկ եզրային պայմանները սալերի միջին հարթության 

եզրագծի բոլոր կետերի համար, ինչպես նաև ծռող և ոլորող մոմենտների կտրող ուժերի 

անընդհատության պայմանները հարակից տարրերի հպման գծի վրա:  
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Առանցքային բառեր. վերջավոր տարրեր, քառակուսային ծրագրավորում, տեղափոխություններ, 

սալ, ծռում 

N.V.Pirumyan  
 

THE MODIFIED METHOD OF RECTANGULAR FINITE ELEMENTS WITH SIXTEEN 

DEGREES OF FREEDOM FOR SOLVING THE PROBLEMS OF PLATE BENDING 

 

Considered the method of finite element of rectangular shape with sixteen degrees of freedom to meet 

the challenges of the cross plate bending, taking into account the boundary conditions for all the points of 

the contour of the middle plane of the plate, the terms of the continuity of generalized displacement and 

torque across the line of contact between adjacent elements, the continuity conditions of bending moments 

and shear forces at grid points. 

Keywords: final elements, movements, quadratic programming, plate, bending 
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