
ISSN 1829-4200   НАУЧНЫЕ ТРУДЫ НУАСА 2016. Т.III (62) 
 

148 

 

УДК  539.3                                                                               СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА   

Н.В.Пирумян, 

 А.Б.Мартиросян, 

 Г.А.Геворкян 

   

МЕТОД ТРЕУГОЛЬНЫХ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

ПЛОСКИХ ЗАДАЧ МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

 

Рассматривается метод конечных элементов треугольных форм для решения плоских задач 

моментной теории упругости. Используется первый вариант моментной теории упругости, при 

котором упругое поведение новой изотропной модели характеризуется четырьмя упругими 

константами. Показано, что остаточные члены выполнения уравнения равновесия и условия 

совместности конечного элемента  определяют поворот и перемещения элемента как абсолютно 

твердого тела и на напряженное состояние элемента не действуют.  

Ключевые слова: конечные элементы, перемещения, квадратичное программирование, плоская 

задача,  моментная теория упругости  

  
B первом варианте моментной теории упругости упругое поведение изотропной среды 

характеризуется четырьмя упругими константами [1,2]: E ,  , l  и  , из которых E -модуль Юнга, 

 -коэффициент Пуассона, l  и  -новые постоянные материала ( l имеет размерность длины, а         

 –безразмерная постоянная типа коэффициента Пуассона). 

Рассмотрим двумерную область, которая разделена на n  конечных элементов треугольной 

формы (рис. 1). 
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iu , iv , }3,2,1{i – перемещение i –го узла в направлении осей x  и y . 

Как  следует  из  рис. 1, положение треугольного конечного элемента полностью определяется 

заданием шести компонентов узловых перемещений. Исходя из этого, закон изменения компонентов 

перемещений для произвольной точки конечного элемента представим в виде следующих связей:  
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где  }6,...,2,1{i,i  – произвольные параметры. 
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Рис. 1. Треугольный конечный элемент для решения плоской задачи теории упругости 

 

Координаты узловых точек s –го треугольного конечного элемента обозначим через 

}3,2,1{iy,x ii  . Используя (1), находим значения перемещений в узловых точках элемента 
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Решая систему уравнений (2), получаем выражения неизвестных параметров }6,...,2,1{i,i   

через узловые перемещения. Подставляя их в выражения (1), получаем 
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Обозначим симметричную составляющую касательного напряжения через 2)(
yxxyc

  , а 

антисимметричную составляющую - через 2)(
yxxya

  . 

Плоская задача моментной теории упругости при отсутствии обúемных сил и моментов сводится 

к интегрированию системы уравнений равновесия в напряжениях x , y , c , a  и моментных 

напряжениях x , y  [1,2] 
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 и условиях совместности 

                                    






























































x

y

y

x

,2)(
σ

},)]([{2

)]},([{2

2
2

2

y

2

2

x

2

2

2
















yxxy

yx
l

yx
l

c
yx

c
yxyy

yxx
c

x

                                  (5)                               

при соответствующих граничных условиях.  

В [1] для определения моментных напряжений x  и y  предлагается использовать следующие 

формулы: 
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где x и y – кривизны, при этом 
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Используя зависимости Коши 

            
x

u
x




 ,   

y

v
y




 ,  

x

v

y

u
xy









                                                   (8) 

и выражения кривизны (7), а также значения для  перемещений (3), находим компоненты деформаций 

в матричной форме 
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  Используя обобщенный закон Гука 
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и зависимости (6),  представим вектор напряжения 
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Подставляя  (9) в (12), для изотропного материала находим: 
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Здесь  ),1/(ЕЕ 2 ,l)1(l 2 .1    

Рассмотрим треугольный конечный элемент (рис. 2). 

Сопоставив рис. 1 и 2, легко заметить, что если во всех соотношениях, полученных на основе 

рис. 1, принять 

                               0yx 11   ,  ax2  ,  0y2  ,  0x3  , by3  ,                                            (15) 

то получим соответствующие значения  для  рис. 2. 

 
Рис. 2. Прямоугольный треугольный конечный элемент для  решения  плоской задачи моментной теории 

упругости 
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Исходя из соотношений  [3] 
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для определения компонентов матрицы жесткости плоско-напряженного треугольного конечного 
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Тогда для потенциальной энергии деформации s -го треугольного плоско-напряженного 

элемента получим формулу [3] 
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испытывает воздействие распределенных массовых сил xp  и yp  в направлении, противоположном 

соответствующим осям. Работа этих сил для s -го конечного элемента определяется по формуле 
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откуда с учетом формул (16)  для треугольного конечного элемента (рис. 2) получим 
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Принимая во внимание формулы (20) и (21), находим потенциальную энергию системы для     

s –го конечного элемента: 

                                 
sTs

y

sTs

x

ssTssss qPqPqkq )()()(5,0ˆ  .                        (23) 

Исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы, для определения искомых 

векторов }n,...,2,1{s,qs   получим следующую задачу квадратичного программирования:     

                   







|)q)P(q)P(qk)q(5,0(min
n

1s

sTs

y

sTs

x

ssTs
 краевые условия} .                (24) 

Подставляя выражения (16) в уравнения равновесия (4) и условия совместности  (5), с учетом 

зависимости Коши (8) и обобщенного закона Гука (11) получаем, что уравнения (5) тождественно 

выполняются, а из связей  (4), (5)  получаем  остаточные члены. При этом из уравнения равновесия 

(4) получается 

                                     0a   .                                                                                              (25) 
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Остаточный член (25) является антисимметричным составляющим касательного напряжения, 

который  определяет поворот элемента как абсолютно твердого тела [2] и на напряженное состояние 

элемента не действует. 

С учетом соотношений (25) и остаточных членов для уравнений (4) находим следующие условия 

выполнения уравнения равновесия (4) s – го конечного элемента 
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


                                                  (26) 

С учетом соотношений (25) и остаточных членов для уравнений (5) находим следующие условия 

выполнения условия совместности  (5) s – го конечного элемента 

                       0vv s

3

s

1  ,  0uu s

2

s

1  .                                                                                             (27) 

С учетом связей (27) из (26) имеем 

                                   0uu s

3

s

1  .                                                                                      (28) 

С учетом связей (27) из (26) имеем 

                                   0vv s

2

s

1  .                                                                                      (29) 

С учетом соотношений (27)–(29) находим следующие остаточные члены для выполнения 

уравнения равновесия (4) , а также и условия совместности  (5)  s – го конечного элемента 

                                   
s

3

s

2

s

1 uuu  ,                                                                                    (30) 

                                   
s

3

s

2

s

1 vvv  .                                                                                    (31) 

Остаточные члены (30) и (31) определяют перемещения элемента как абсолютно твердого тела и 

на напряженное состояние элемента не действуют. 

Таким образом, при выполнении уравнения равновесия и условий совместности s – го конечного 

элемента появляются остаточные члены (25), (30) и (31), которые определяют поворот и 

перемещения элемента как абсолютно твердого тела и на напряженное состояние элемента не 

действуют. Следовательно, их можно не учитывать. 

Обозначим через n  общее число узлов пластины, 
T

nn11 )v,u,...,v,u(q  –вектор узловых 

перемещений,  T2

n

1

n

2

1

1

1 )P,P,...,,P,P(P вектор узловых нагрузок,  ij222
K

ba)1(2

E
K


 – 

матрица жесткости для всей пластины. Тогда, взамен задачи (24), для определения компонентов 

искомого вектора  q   получим: 

                     |5,0min{ PqKqq TT   краевые условия} .                                                 (32) 

Принимая во внимание, что при формировании матрицы жесткости K  учитываются 

кинематические краевые условия, решение задачи (32) с учетом кинематических краевых условий 

можно привести к решению следующих систем линейных уравнений: PKq  .               
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  Ն.Վ.Փիրումյան,  

Ա.Բ.Մարտիրոսյան, 

Գ.Ա.Գևորգյան  

 

ԵՌԱՆԿՅՈՒՆԱՁԵՎ  ՎԵՐՋԱՎՈՐ ՏԱՐՐԵՐԻ ՄԵԹՈԴ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՄՈՄԵՆՏԱՅԻՆ 

ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ  ՀԱՐԹ  ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ  ՀԱՄԱՐ 

 

Դիտարկվում է եռանկյունաձև վերջավոր տարրերի մեթոդ առաձգականության 

մոմենտային  տեսության հարթ խնդիրների լուծման համար: Օգտագործվում է 

առաձգականության մոմենտային տեսության առաջին վարկածը, որում նոր իզոտրոպ մոդելի 

առաձգական վարքը բնութագրվում է  չորս առաձգական հաստատուններով: Ցույց է տրված, որ 

վերջավոր տարրի հավասակշռության հավասարումների և համատեղության պայմանների 

մնացորդային անդամները սահմանում են վերջավոր տարրի պտույտը և տեղափոխությունը 

որպես բացարձակ կոշտ մարմին և տարրի լարվածային վիճակի վրա չեն ազդում:                              

Առանցքային բառեր. վերջավոր տարրեր, տեղափոխություններ, քառակուսային ծրագրավորում, 

հարթ խնդիր, առաձգականության մոմենտային տեսություն 

  N.V.Pirumyan, 

A.B.Martirosyan, 

  G.A.Gevorgyan 

                                                                                                                                            

THE METHOD OF TRIANGULAR  FINITE ELEMENTS FOR THE SOLUTION OF PLANE 

PROBLEMS OF MOMENT THEORY OF ELASTICY 

 

It is being considered the method of the finit element of triangular shapes to solve plane problems of 

moment theory of elasticity. It uses the first option of the moment theory of elasticity, wherein the elastic 

behavior of the new isotropic model is characterized by four elastic constants. It shows that the remaining 

members of the fulfillment of the balance equations and the compatibility conditions of the final element 

determine the rotation and the movement of the element as an absolutely hard substance and do not affect on 

the tense state of the element. 

Keywords: finit elements, the nodal movement, quadratic programming, plane problems, moment theory of 

elasticity  
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