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МЕТОД ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

ПЛОСКИХ ЗАДАЧ МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

 
Рассматривается метод конечных элементов прямоугольных форм для решения плоских задач 

моментной теории упругости, в котором вдоль сторон элементы перемещения изменяются по 

квадратичному закону. Учитывается межэлементная непрерывность перемещений и деформаций 

по всей линии контакта между смежными элементами. Используется первый вариант моментной 

теории упругости, при котором упругое поведение новой изотропной модели характеризуется 

четырьмя упругими константами. 

Ключевые слова: конечные элементы, перемещения, квадратичное программирование, плоская 

задача,  моментная теория упругости 

  

В работах [1,7] для решения плоской задачи классической теории упругости предлагается  метод 

конечных элементов прямоугольной формы, в котором вдоль сторон элемента перемещения 

изменяются по квадратичному закону. Тогда поле перемещений не удовлетворяет требованиям, 

обеспечивающим межэлементную непрерывность перемещений. Не удовлетворяются также и 

условия непрерывности деформаций. В работе [3] предлагается  модификация метода конечных 

элементов прямоугольной формы, при котором решения плоской задачи теории упругости с учетом 

межэлементной непрерывности деформаций сводятся к задачам квадратичного программирования. 

Данный подход дает возможность включить в ограничения квадратичного программирования 

условия непрерывности деформаций в узловых точках между смежными конечными элементами и 

тем самым устранить неувязкy как для деформаций, так и для перемещений. 

Здесь расматривается модификация метода конечных элементов прямоугольной формы, 

приведенная в работах [1,7,3] для решения плоских задачи моментной теории упругости. При этом 

используется первый вариант моментной теории упругости, при котором упругое поведение новой 

изотропной модели характеризуется четырьмя упругими константами [5,6]: E ,  , l  и  , из которых 

E -модуль Юнга,  -коэффициент Пуассона, l  и  -новые постоянные материала ( l  имеет 

размерность длины, а  –безразмерная постоянная типа коэффициента Пуассона). 

Рассмотрим двумерную область, которая разделена на n  конечных элементов прямоугольной 

формы с размерами a  и b  в соответствующих направлениях x  и y . Прямоугольный элемент имеет 

узлы лишь в четырех точках (рис. 1). 

Обозначим через  
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s
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s )v,u,...,v,u,v,(uq  - вектор  узловых перемещений, h - толщину пластины. 

Прямоугольный плоско-напряженный элемент (рис.1) имеет восемь степеней свободы. Если 

учесть, что три степени свободы связаны с его перемещением как абсолютно твердого тела, то 

оставшиеся пять степеней связаны с изменением его деформированного состояния.  
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Так как общие выражения для компонентов напряжений прямоугольного элемента должны 

включать пять произвольных параметров, то, принимая, что в пределах конечного элемента 

нормальные напряжения 
s

x  и 
s

y  изменяются линейно, а симметричная составляющая касательного 

напряжения 
2

yxxys

c





  постоянна, общие выражения для компонентов напряжения зададим в 

виде 

              y21

s

x  ,     x43

s

y  ,   5 s

c ,                                                 (1) 

которые содержат пять произвольных  параметров }5,...,2,1{i,i  . 

                                                    
                Рис. 1.  Прямоугольный плоско-напряженный элемент. Узловые силы и перемещения 

 
Плоская задача моментной теории упругости при отсутствии объемных сил и моментов сводится 

к интегрированию системы уравнений равновесия в напряжениях 
s

x , 
s

y , xy , yx , моментных 

напряжениях x , y  [5,6] 
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при соответствующих граничных условиях.  

Подставляя выражения (1) в уравнение (4), с учетом связей (5) и (6), получим 
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где 
2

yxxys

a





  - антисимметричная составляющая касательного напряжения. Остаточный член 

(9) является антисимметричная составляющим касательного напряжения, который  определяет 

перемещения элемента как абсолютно твердого тела [6] и на напряженное состояния элемента не 

действует. 

Подставляя выражения (1) в дифференциальные уравнения равновесия (2)–(3), с учетом 

связей (9) убеждаемся, что уравнения (2) и (3) тождественно выполняются.  

Используя обобщенный закон Гука 
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и зависимости (1), выражаем деформации через параметры }5,...,2,1{i,i  . Интегрируя уравнения 

Коши 

                               
x

u
x




 ,   

y

v
y




 ,  

x

v

y

u
xy









 ,                                        (13) 

связывающие деформации, выраженные через параметры }5,...,2,1{i,i   и перемещения, для 

компонентов перемещений точек элемента получим: 
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Новые параметры }8,7,6{i,i   определяют перемещения элемента как абсолютно твердого 

тела. 

Исходя из связей (14) и (15), для определения компонентов узловых перемещений получим 

следующую систему уравнений:  
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Решая систему уравнений (16), находим выражения неизвестных параметров 

}8,...,2,1{i,i  через узловые перемещения. Подставляя их в выражения (14) и (15), находим [4]  
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где  by,ax  .  

В работе [6] для определения моментных напряжений x  и y  предлагается использовать 

следующие формулы  
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где x и y – кривизна, при этом 
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Используя зависимости Коши (13) и выражения кривизны (20), а также значения для  

перемещений (17) и (18), находим компоненты деформаций в матричной форме: 
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Используя формулы (10), (11), (12) и (19), представим вектор напряжения 
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Подставляя  (22) в (24), для изотропного материала находим 
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Для определения компонентов матрицы жесткости  плоско-напряженного прямоугольного 

конечного элемента (рис.1) используем следующую формулу[4]: 
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Исходя из значений матрицы деформаций 
sD  и матрицы напряжений 

sE , которые 

соответственно определяются формулами (23) и (26), из  соотношений (27) для компонентов матрицы 

жесткости ij
ss k

ab

hE
k

)1(4 2
  получим 

                           
22

2
2

77553311 )1(8
3

4

2

1
lbakkkk ssss 








 , 

                                   
222

2

88664422 )1(8
2

1

3

4
lbakkkk ssss 








 , 

                                   abkkkk ssss

2

1
83746521


 , 

                                   
22

2
2

7531 )1(8
3

4

2

1
lbakk ss 








 , 

                                   ab
2

31
kkkk s

85

s

72

s

63

s

41


 , 

                                   
22

2
2

7351 )1(8
3

2

2

1
lbakk ss 








 ,                                                      (28)           

                                   ab
2

1
kkkk s

87

s

43

s

52

s

61


  

                                   
22

2
2

5371 )1(8
3

2

2

1
lbakk ss 








 , 

                                   ab
2

31
kkkk s

76

s

54

s

32

s

81


 , 

                                   
222

2

8642 )1(8
2

1

3

2
lbakk ss 








 , 

                                   
222

2

8462 )1(8
2

1

3

2
lbakk ss 








 , 

                          
222

2

6482 )1(8
2

1

3

4
lbakk ss 








  .  

Тогда для потенциальной энергии деформации s -го прямоугольного плоско-напряженного 

элемента получим  формулу [1] 

                         
ssTss qkq )(5.0 .                                                                                          (29) 
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Пусть на линиях 0x  и ax   s -го конечного элемента (рис.1) в противоположном оси x  

направлении действуют равномерно распределенные нагрузки 
0

~
x

p  и 
xb

p~ , а на линиях 0y  и 

by   в противоположном оси y  направлении действуют равномерно распределенные нагрузки 
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Исходя из связей (17) и (18)  для определения u  и v  соответственно при 0x , ax   и 

0y , by   находим 
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Подставляя их в (30), получим: 
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Принимая во внимание формулы (29) и (35), находим потенциальную энергию системы для s –

го конечного элемента: 
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Исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы, для определения искомых 

векторов },...,2,1{, nsqs   получим следующую задачу квадратичного программирования:     
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Пусть 
T

nn vuvuvuq ),,...,,,,( 2211  – вектор узловых перемещений,  
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 – матрица жесткости для всей пластины. 
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Обозначим 
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Принимая во внимание, что r  является вектором дополнительных переменных, из (41) для 

определения искомых векторов q  получим следующую задачу квадратичного программирования:  

                0|5,0  AqqCDqq TTmin{  ,  краевые условия}.                                              (43) 

Здесь ijd
ab

Eh
D

)1(12 2
  – диагональная матрица порядка n2 , PC   – вектор–столбeц 

порядка n2 , ),...,,( 221 nAAAA   – матрица коэффициентов обозначений (42), 

}2,...,2,1{,),...,,( ,1221 njaaaA T

jnjjJ   . 

Используя зависимости Коши (13) и выражения кривизны (20), а также значения для  

перемещений (17) и (18), находим компоненты деформаций в матричной форме: 

                                               qD , 
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узловых деформаций, 
Tvuvuvuvuq ),,,,,,,( 44332211  – вектор  узловых перемещений, D – 

матрица деформаций. При этом матрица деформаций определяется соотношением (44).  
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Обобщенный закон Гука (10)–(12) перепишем в виде 
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Откуда, с учетом формул (13) ,   находим: 
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  Формулы для определения моментных напряжений x и y  (19) с учетом связей  (20) и (21) 

перепишутся в виде: 
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Обозначим через 
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напряжения. Тогда, используя зависимости (45) и (46) , находим  qE , 
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Перемещения, задаваемые формулами (17) и (18), не удовлетворяют требованиям, 

обеспечивающим межэлементную непрерывность деформаций. 

Рассмотрим случай учета непрерывности деформаций в узловых точках. В общем случае в 

каждом узле },...,2,1{ nNi   сходятся четыре конечных элемента (рис.8.4).  

Условия непрерывности деформаций в i -ом узле зададим соотношениями (рис.2)   
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Принимая во внимание, что перемещения (17) и (18) изменяются по квадратичным законам, а 

деформации (13) и (20) с учетом (21) – по линейным, легко увидеть, что при выполнении условий 

(47)-(51) удовлетворяется межэлементная непрерывность перемещений и деформаций по всей линии 

контакта между смежными элементами.  

Используя формулы (13), (20), (21), (17) и (18), определяем узловые значения  компонентов 

деформаций. Подставляя их в приведенные условия непрерывности  деформаций (47)– (51), 

соответственно находим  

                     0)()2(2 11   kkjjkij vvvvauuub  ,                                               (52) 

                     022 1111   ijijij vvvvvv ,                                                               (53)  

                    0)2()2(2 1111   kkiiijjkij vvvvvvvauuub  ,                   (54) 

                    022 111   kijkij uuuuuu ,                                                                 (55) 

                    0)()2(2 111111   iijjiii uuuubvvva  ,                                         (56) 

                    0)2()2(2 111111   kkiiijjiii uuuuuuubvvva  ,               (57) 

                    0)()22( 11111   kkjjkijkij uuuuavvvvvvb ,                   (58)  

                    0)()22( 11111111   iijjjjjiii vvvvbuuuuuua ,               (59) 

                      )2( 1111 ikijkij vvvvvvvb  

                       0)2( 1111   kkjjiii uuuuuuua .                                               (60) 

                    022 111   kijkij uuuuuu ,                                                                  (61) 

                    022 1111   ijijij uuuuuu ,                                                             (62) 

                    01111   kkijij uuuuuu ,                                                                 (63) 

                    022 111   kijkij vvvvvv ,                                                                 (64) 

                    022 1111   ijijij vvvvvv ,                                                               (65) 

                     01111   kkijij vvvvvv .                                                                 (66) 

 
Условия непрерывности деформаций представлены в виде пятнадцати уравнений  (52) - (66), из 

которых (55) и (61), а также (53) и (65), соответственно, совпадают. Оставшиеся тринадцать 

уравнений содержат восемнадцать переменных. Исключив из этих уравнений двенадцать 

переменных 
11111111 ,,,,,,,,,,,  kjkjiiijjiii vvvvvvvuuuuu , представим  его в виде 

                     0)3()242( 1111   jkkkk vvbuuua .                                                      (67) 

Перепишем все необходимые условия непрерывности деформаций, заданные соотношением  

(67),  в виде системы уравнений:    
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                                                       0ˆ qH ,                                                                            (68)      

где Ĥ -матрица порядка nn 2ˆ , n̂ - количество необходимых уравнений (67). 

С учетом равенств (68) задача (43) примет вид  

0|5,0min{  AqqCDqq TT , 0ˆ qH , краевые условия} .                                 (69) 

Рассмотрим задачу об определении деформированного состояния балки-стенки (рис.3), 

защемленной по своей нижней грани, когда к ее верхней грани приложены нагрузки в виде 

равномерно распределенной нагрузки интенсивностью 
yb

p~ . Произведем расчеты  для сетки 6 x 3 

(рис.3) в двух вариантах: без учета и с учетом условий выполнения межэлементной непрерывности 

деформаций (68). 

                         
Рис.3. Балка-стенка. Сетка  6 x 3 

 
Составим граничные условия. Учитывая, что на защемленной нижней грани узловые значения 

перемещения равны нулю, имеем  

                               }28,...,23,22{;0  ivu ii .                                                                   (70) 

На основе формулы (39), определим ненулевые значения, эквивалентные внешней нагрузке 

вектора узловых нагрузок, находим  

                       apPP ybyy
~5.0,21,15  ,   apP ybyi

~
,  , }20,...,17,16{i .                                  (71) 

С учетом связей (70) и (71) для определения искомого вектора узловых перемещений q  в 

первом варианте  решается задача квадратичного программирования (43), а во вторм – (69) . Как 

следует из этих расчетов, учет условий межэлементной непрерывности деформаций существенно 

влияет на значение вектора узловых перемещений. Отметим, что для реализации задачи  использован 

алгоритм решения задач квадратичного программирования, приведенный в [2].   
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Գ.Ա. Գևորգյան, 

                                                                                                                          Ն.Վ. Փիրումյան, 

                                                                                                                          Ն.Ռ.Մեհրաբեկյան 

  

ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ   ՎԵՐՋԱՎՈՐ  ՏԱՐՐԵՐԻ ԵՂԱՆԱԿ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՄՈՄԵՆՏԱՅԻՆ 

ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ  ՀԱՐԹ  ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ  ՀԱՄԱՐ 

 

 

Դիտարկվում է ուղղանկյունաձև վերջավոր տարրերի եղանակ, մոմենտային լարումների 

հաշվառմամբ հարթ խնդիրների լուծման համար, որում տարրերի կողմերի երկայնքով 

տեղափոխությունները փոփոխվում են քառակուսային օրենքով: Հաշվի է առնվում 

տեղափոխությունների և  դեֆորմացիանների միջտարրային անընդհատությունը հարակից 

տարրերի հպման  գծի  ողջ երկայնքով: Օգտագործվում է մոմենտային առաձգականության 

տեսության առաջին վարկածը, որում նոր իզոտրոպ մոդելի առաձգական վարքը բնութագրվում 

է  չորս առաձգական հաստատուններով:    

Առանցքային բառեր. վերջավոր տարրեր, տեղափոխություններ, քառակուսային 

ծրագրավորում, հարթ խնդիր, առաձգականության մոմենտային տեսություն 

 

 G.A. Gevorgyan, 

                                                                       N.V. Pirumyan,  

                                                                  N.R. Mehrabekyan 

 

THE METHOD OF RECTANGULAR FINAL ELEMENTS FOR SOLUTIONS OF PLANE 

PROBLEMS OF MOMENT THEORY OF ELASTICY  

 

Considerated the finite element method for the solution of rectangular shapes, to solve plane problems 

of moment theory of elasticity, wherein along the sides elements of movement changes quadratically. Taken 

into account inter-element continuity of movement and deformations across the line of contact between 

adjacent elements. It uses the first option of the moment theory of elasticity, wherein the elastic behavior of 

the new anisotropic model characterized by four elastic constants. 

Keywords: final elements, nodal movement, quadratic programming, plane problems, moment theory of 

elasticity  
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