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МЕТОД  КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ФОРМ  ДЛЯ  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА ПЛАСТИН С УЧЕТОМ МОМЕНТНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

 

Рассматривается  метод конечных элементов прямоугольной формы для решении задач 

поперечного изгиба пластин с учетом моментных напряжений.  

Ключевые слова: конечные элементы, узловые перемещения, квадратичное программирование, 

пластина, изгиб. 

В микрополярной теории пластин на основании расширенной гипотезы в [1] получены  три 

уравнениий относительно трех искомых функций ),( yxw  и }2,1{),,( iyxi , через которые 

представлены все расчетные величины пластинки.  
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Eh
D  – жесткость пластинки при изгибе без учета моментных 

напряжений; ),( yxw –нормальное перемещение; ),( yxX 
, ),( yxY 

, ),( yxZ 
– тангенциальные и 

нормальные компоненты векторов интенсивности поверхностных сил, приложенных на плоскостях 

2/hz   соответственно;  
  ZZZ2 , 

2222 // yx  – двумерный оператор Лапласа; h –

толщина пластинки; E –модуль упругости;  –коэффициент Пуассона; )1(2/   E – постоянные 

Ляме;   ,,, –четыре новые упругие постоянные. 

Для коэффициентов, содержащих упругие постоянные материала пластинки, введены следующие 

обозначения: 
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Для перерезывающих сил и моментов имеем [2] 
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Для компонент тензора поворота при 0z , имеем [2]                                                                                                                                                                                    
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В формулах (2)–(5) для коэффициентов, содержащих упругие постоянные материала пластинки, 

введены следующие обозначения:   
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Срединную плоскость пластины представим в виде совокупности n  конечных элементов 

прямоугольных форм. Узловые значения функции 
sF , а также ее производных xF s  , yF s   и 

yxF s 2
 для s–го конечного элемента в плоскости xy  зададим вектором 

Tssss FFFF ),...,,( 1621 .  

Схемaтическое изображение s –го конечного элемента в плоскости xy  приведенo на рис.  

 

Рис. Схематическое изображение прямоугольного конечного элемента пластины 

 

Функцию 
sF аппроксимируем бикубическим полиномом, содержащим 16 неизвестных 

параметров: 
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который заменим удобным для практического использования следующим выражением:                  
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Здесь }16,...,2,1{, iF s

i –узловые значения функции 
sF  и ее производных s–го конечного 

элемента, которые для прямоугольного конечного элемента определяются соотношениями 
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i – функции Эрмита. 

Исходя из связей (6), выражение для каждой j – й функции Эрмита ),( yxj  ищем в виде 
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Подставляя его в условия (8)  и решая полученную систему уравнений, находим 
s

ji
 , а, 

следовательно, и ),( yxs

j .  При byax /,/   получаем 

332332223322

1 466922331),(  s
, 

)2436232(),( 332332223322

2   bs
, 

)2346232(),( 332332223232

3   as
,                            

)22422(),( 332332223322

4   abs
,                                 

3323322232

5 466923),(  s
, 

)2233(),( 3323322232

6   bs
,   

)234623(),( 3323322232

7   as
,                                                              

)22(),( 3323322232

8   abs
, 

33233222

9 4669),(  s
,                                                                                     (9) 

)2233(),( 33233222

10   bs
, 

)2323(),( 33233222

11   as
,       

)(),( 33233222

12   abs
, 

3323322232

13 466923),(  s
, 

)243623(),( 3323322232

14   bs
, 

)2323(),( 3323322232

15   as
,      

)22(),( 3323322232

16   abs
.  

 

Исходя из выражения энергии деформации полученного в микрополярной теории пластин на 

основании расширенной гипотезы [2], находим значение потенциальной энергии изгиба s -го 

прямоугольного элемента 

(8) 
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Подставляя значения ),( yxF s
 из выражения (7) в (10), потенциальную энергию изгиба s -го 

конечного элемента пластины представим в виде  

                                            ,)(5,0 ssTs

s FkF                                                                             (11) 

где 
s

ij

s kk  –матрица жесткости, компоненты которой для приведенного на рисунке прямоугольного 

конечного элемента определяются формулой 
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Пусть на поверхность конечного элемента действует распределенная внешняя нагрузка 

интенсивностью ),( yxq . Работа этих сил для s -го конечного элемента пластины определяется по 

формуле 

                                   .),(),(ˆ 
F

ss dxdyyxwyxq                                                                                     

Предположив, что в пределах площади конечного элемента constqyxq ),( , с учетом связей 

(3) для прямоугольного конечного элемента находим 

                                      .)(ˆ

0 0

dxdyFFq

a b

sss

                                                                                    

С учетом формул  (7) и (9) определяем 

                         
sTss PF )(ˆ  ,                                                                                                          (12)             

где 
Tssss PPPP ),...,,( 1621 – вектор узловых нагрузок, эквивалентный внешней нагрузке  
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Откуда, с учетом связей (7), для прямоугольного конечного элемента находим 
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Принимая во внимание формулы (11) и (12), находим потенциальную энергию системы для s –го 

конечного элемента 

                             .)()(5,0ˆ sTss

s

Tssss PFFkF                                                                

Исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы, для определения искомых 

векторов },...,2,1{, nsF s   получим следующую задачу квадратичного программирования:     
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Узловые значения нормального перемещения ),( yxw  и компонент тензора поворота 1  и 2  
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где 
sss

21   - матрица нормального перемещения и компонент тензора поворота. 

Узловые значения изгибающих, крутящих моментов и перерезывающих сил 
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Рассмотрим  три случая граничных условий для прямоугольного конечного элемента пластины. 

1. Край пластинки защемлен. 

Если положить, что любая из сторон 0x , ax   или 0y , by   s –го прямоугольного 

конечного элемента пластины может быть защемленным краем, то для этих сторон соответственно 

получим:  

                     by

sw ,0|0  ,               ax

sw ,0|0  ,                                                                              (15) 

                     by

s

,01 |0  ,       ax

s

,02 |0  .                                                                                    (16) 

Для узловых точек контура срединной плоскости пластины условия (15) и (16) примут вид:  

0)0,0( sw , 0),0( bws
, на линии 0x ; 0)0,( aws

, 0),( baws
, на линии ax  ;                    (17) 

0)0,0( sw , 0)0,( aws
, на линии 0y ; 0),0( bws

, 0),( baws
, на линии by  ;                   (18) 

0)0,0(2 s , 0),0(2 bs , на линии  0x ; 0)0,(2 as , 0),(2 bas , на линии  ax  ;              (19) 

0)0,0(2 s , 0)0,(2 as , на линии  0y ; 0),0(2 bs , 0),(2 bas , на линии by  .               (20) 

С учетом равенства  (13),  условия (17) - (20) записываются в виде 

                                                                      на линии 0x -                                

0
262644

)
66

1( 1513265232122
 sssssss F

a

A
F

a

A
F

b

A
F

b

A
F

a

A
F

b

A
F

b

A

a

A
,                                  (21) 
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2644

)
66

1(
26

119276522212
 sssssss F

a

A
F

a

A
F

a

A
F

b

A
F

b

A

a

A
F

b

A
F

b

A
;                              (22) 

                                                             на линии ax   - 

0
4

)
66

(
2626

151413221092312
 sssssss FF

b

A
F

b

A

a

A
F

b

A
F

b

A
F
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A
F

a

A
,                                          (23) 
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A
F
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A
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b

A
F
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A
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A
F

a

A
F

a

A
;                           (24) 

                                                             на линии 0y - 
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                                                            на линии by  - 
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                                                            на линии  0x - 
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F
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0
6124

)1
66

(
122

112938722531  ssssss F
a

B
F

a

B
F

a

B
F

a

B

b

B
F

a

B
F

b

B
;  

                                                           на линии  ax  - 

0
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B
F

a

B
F

b

B
F

b

B
F

a

B
,                                                  
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B
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B
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                                                 на линии  0y - 
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                                              на линии by  - 

0
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F
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b
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F

b
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F

b
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,                     
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(
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 sssssss F
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B
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B
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B
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b

B
F

b

B
F

b

B
F

a

B
F

a

B
.                                 

2.Свободный край. 

По этому краю равны нулю изгибающие моменты и перерезывающие силы. Если положить, что 

любая из сторон 0x , ax   или 0y , by   s –го прямоугольного конечного элемента пластины 

может быть свободным краем, то для этих сторон, соответственно, получим:  

                                   ax

s

yM ,0|0  , by

s

xM ,0|0  ,                                                                        (29) 

                                   ax

s

yN ,0|0  , by

s

xN ,0|0  .                                                                           (30) 

Для узловых точек контура срединной плоскости пластины условия (29) и (30) примут вид:  

0)0,0( s

yM , 0),0( bM s

y , на линии 0x ; 0)0,( aM s

y , 0),( baM s

y , на линии ax  ;            (31) 

0)0,0( s

xM , 0)0,( aM s

x , на линии 0y ; 0),0( bM s

x , 0),( baM s

x , на линии by  ;            (32) 

0)0,0( s

yN , 0),0( bN s

y , на линии  0x ; 0)0,( aN s

y , 0),( baN s

y  , на линии  ax  ;           (33) 

0)0,0( s

xN , 0)0,( aN s

x , на линии  0y ; 0),0( bN s

x , 0),( baN s

x , на линии by  .            (34) 

С учетом равенства  (14),  условия (31) - (34) записываются в виде: 

                                                                      на линии 0x -     

 sssss F
ba

D

b
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D
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D
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D
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D
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D
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D
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(  
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2  ssss F
ab

D
F
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F

ba

D
F

ba

D

a

D
,                                                                (35) 
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 sssss F
ba

D

a
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D

b
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D
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D
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)
122
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(  
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D
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D

a

D
F

ab

D
F

ab

D

a

D
F

ba

D
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D
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D
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D
;              (36) 

                                                                            на линии ax  -                  
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3.Край пластинки свободно оперт. 

В этом случае по этому краю равны нулю прогибы и изгибающие моменты. Такие  граничные 

условия записываются в виде (15) и (29). Для узловых точек контура срединной плоскости пластины 

условия (15) и (29), соответственно,  примут вид (17), (18)  и  (31), (32). С учетом равенств  (12) и  (13)  

условия (17), (18) и  (31), (32)  записываются в виде (21) – (28) и  (35) – (42). 
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